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竖井结构初衬及二次衬砌水平地震响应解析解
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摘要 : 基于弹性地基梁理论建立了考虑竖井初衬与二次衬砌相互作用的地震响应力学模型，将竖井初衬和二次衬

砌简化为欧拉‑伯努利梁，采用均布弹簧模拟竖井初衬与二次衬砌的法向相互作用，推导了水平地震作用下的竖井

振动微分控制方程。通过分布传递函数法实现了竖井初衬和二次衬砌水平地震响应的快速求解，并通过与有限元

模拟数值解进行对比，验证了本文解析解的正确性。应用该解析解表达式分别从地基刚度、二次衬砌刚度、竖井外

径和初衬与二次衬砌之间连接层刚度的角度出发，对竖井顶部峰值地震响应开展参数化分析，结果发现二次衬砌顶

部的峰值地震响应大于初衬顶部，随着地基刚度的增大，初衬与二次衬砌顶部峰值响应均减小；二次衬砌刚度增加

会导致二次衬砌顶部峰值响应明显增大；随着竖井外径的增大，初衬和二次衬砌顶部峰值响应均会明显增大；当弹

性连接层刚度增大时，初衬顶部峰值响应会略微增大，而二次衬砌顶部峰值响应会显著减小。
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引  言

竖井结构作为铅直型地下结构，是连接地表和

地下空间的重要“通道”，作为地下工程建设的首要

建设对象和核心构筑物，被广泛应用于城市大深度

地下空间开发、能源资源开采、隧道建设、水电站开

发、大科学实验场和国防建设等领域［1‑4］。竖井结构

地震安全对保障能源资源开发、深层地下空间安全

利用和深地工程等国家重大战略任务具有重要

意义。

近年来，已有震害案例表明地下结构在地震中

受到不同程度的损坏［5‑9］，其中，唐山地震和日本阪

神地震均有竖井结构地震破坏案例［10‑11］。鉴于竖井

结构和功能的重要性，建立竖井地震响应分析模型，

实现竖井结构地震响应分析并进行初步地震响应计

算，对于指导竖井结构抗震分析具有重要意义。

已有研究采用数值模拟方法开展了竖井与隧道

结构地震响应研究［12‑17］。由于数值计算方法建模工

作量较大，且计算效率受计算平台限制，计算精度受

参数取值等影响，相比于数值模拟方法，解析方法可

以高效求解结构变形与内力，并从力学角度给出问

题的直观解释，指导工程实践［18‑20］。

近年来，诸多学者基于弹性地基梁理论或刚体

理论开展了竖井结构地震响应解析方法研究，以快

速 求 解 和 初 步 估 计 竖 井 结 构 地 震 动 力 响 应 。

ZHANG 等［21］基于文克勒弹性地基梁理论推导了竖

井地震响应解析解，研究发现竖井地震动力响应主

要由场地地基土层的变形控制。此外，在研究较深

竖井的地震反应特性时，ZHANG 等［22］基于拟静力

法推导了名义柔度比公式，用于评估竖井的动力响

应特征。在竖井与隧道的连接处，ZHANG 等［23］提

出横向荷载作用下竖井的动力响应解析解，分别针

对地表横向荷载和横向地震激励两种情形与数值解

进行了对比验证。此外，ZHANG 等［24‑25］推导了纵向

地震激励和 SH 波激励下竖井‑隧道连接处的动力响

应解析解，分析发现在纵向激励下，隧道的约束作用

使得竖井位移响应变小。志波由紀夫［26］将地下竖井

结构简化为 3D 梁模型，并且推导出了简化抗震计算

方法。

已有学者同样基于弹性地基梁理论开展了隧

道结构地震响应分析研究。 ST JOHN 等［27］基于

文克勒地基梁模型评估了地震作用下长隧道产生

的内力，将自由场变形直接施加在隧道上，获得了
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隧道断面的最大轴力、剪力和弯矩的闭合表达式。

为 了 考 虑 剪 切 变 形 效 应 对 隧 道 响 应 的 影 响 ，

SÁNCHEZ‑MERINO 等［28］将隧道衬砌简化为文克

勒地基上的铁摩辛柯梁，推导了隧道任意截面的横

向位移、弯矩和剪力表达式。YU 等［29］使用弹性地

基梁理论评估了突变刚度隧道的纵向地震响应。

上述研究大多将竖井或隧道简化为弹性地基上

的单根地基梁以研究其地震响应，然而在工程实际

中，许多结构由初衬和二次衬砌组成，往往将二次衬

砌作为安全储备，忽略初衬与二次衬砌之间的动力

相互作用可能会高估其地震响应。此外，竖井的二

次衬砌作为重要结构部件，在地震中可能遭受破坏，

其动力响应直接影响内部设施的正常运行，因此，推

导建立考虑竖井初衬和二次衬砌相互作用的地震动

力响应解析解十分必要。

本文首先基于分布传递函数法基本理论［30］，采

用广义位移法的基本思想［31］，即竖井的地震响应受

到地基地层响应控制，将竖井‑土动力模型简化为由

初衬、二次衬砌和文克勒地基组成的双层梁振动系

统，建立了竖井双层梁‑弹簧模型，推导了水平向地

震作用下初衬和二次衬砌的动力响应解析解。其次

将解析解与有限元法数值解进行对比验证。最后从

场地地基刚度、二次衬砌刚度、竖井外径和初衬与二

次衬砌之间连接层刚度的角度出发，分别对初衬和

二次衬砌顶部位移和转角峰值地震响应进行参数化

分析。

1　竖井模型与假定

图 1 所示为地震作用下竖井‑场地相互作用模

型示意图，场地深度为 L，竖井底部嵌入刚性基岩，

地震作用下的自由场变形使得初衬与二次衬砌产生

水平地震响应。为快速求解竖井地震响应解析解，

基于文克勒弹性地基梁理论，建立了如图 2 所示的

竖井‑场地相互作用梁‑弹簧简化力学模型。通过将

地震波垂直入射引起的自由场位移施加于地基弹簧

远离结构的一侧，使得初衬与二次衬砌组成的双层

梁系统产生地震响应。其中，场地土层简化为黏弹

性地基弹簧和阻尼，地基刚度为 Ke，地基阻尼系数

为 Cs；同时，将竖井初衬及二次衬砌简化为两根

平行的欧拉‑伯努利梁，并用沿竖井深度线性分布

的水平向连接弹簧来替代初衬与二次衬砌相互

作用，弹簧刚度为 K，忽略其切向作用。初衬水

平位移响应为 w1（z，t），二次衬砌水平位移响应为

w2（z，t）。

模型假定如下：①竖井初衬、二次衬砌和场地土

层为各向同性且均质的线弹性体；②竖井初衬与二

次衬砌顶部为自由端，底部嵌入基岩为固定端；③地

震激励为垂直入射的 S 波，在地震作用下场地土层

产生自由场响应，竖井初衬和二次衬砌在自由场变

形作用下产生水平位移响应。

2　解析解推导

2. 1　运动控制方程

根据经典欧拉‑伯努利梁理论，得到竖井初衬与

二次衬砌耦合的微分控制方程：

E 2 I2
∂4 w 2( )z，t

∂z4 + ρ2
∂2 w 2( )z，t

∂t 2 +

K [ ]w 2( )z，t - w 1 ( )z，t = 0，

E 1 I1
∂4 w 1 ( )z，t

∂z4 + ρ1
∂2 w 1 ( )z，t

∂t 2 - K [w 2( z，t )-

]w 1 ( z，t )+ K e(w 1 ( z，t )- u ff( z，t ) +

C s
é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

∂w 1 ( )z，t
∂t

- ∂u ff( )z，t
∂t

= 0 （1）

式中  E 1 为初衬弹性模量；E 2 为二次衬砌弹性模

量；I1 为初衬截面惯性矩；I2 为二次衬砌截面惯性

矩；ρ1 和 ρ2 分别为初衬和二次衬砌等效线密度；

u ff( z，t )为自由场位移。

图 2 简化力学模型示意图

Fig. 2 Diagram of simplified mechanical model

图 1 竖井‑场地相互作用模型示意图

Fig. 1 Diagram of shaft‑site interaction model 
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将式（1）中自由场位移项移到等式右端，等效为

施加在初衬上的荷载，变形后的控制方程为：

E 2 I2
∂4 w 2( )z，t

∂z4 + ρ2
∂2 w 2( )z，t

∂t 2 +

K [ ]w 2( )z，t - w 1 ( )z，t = 0，

E 1 I1
∂4 w 1 ( )z，t

∂z4 + ρ1
∂2 w 1 ( )z，t

∂t 2 - K [w 2( z，t )-

]w 1 ( z，t ) + K e w 1 ( z，t )+ C s
∂w 1 ( )z，t

∂t
= f1 ( z，t )

（2）

式中  f1 ( z，t )= K e u ff( z，t )+ C s
∂u ff( )z，t

∂t
为施加于

竖井初衬的等效荷载。

2. 2　地震响应解析解

将式（2）进行初始条件为 0 的拉普拉斯变换，关

于时间 t 的函数可以变换为关于复数参数 s 的函数，

得到下式：

E 2 I2
∂4 w̄ 2( )z，s

∂z4 +( ρ2 s2 + K ) w̄ 2( z，s)-

Kw̄ 1 ( z，s)= 0，

E 1 I1
∂4 w̄ 1 ( )z，s

∂z4 - Kw̄ 2( z，s)+ ( ρ1 s2 + K +

K e + C s s) w̄ 1 ( z，s)= f̄1 ( z，s) （3）
其中，变量上方的横线表示该变量关于时间 t 的拉

普拉斯变换形式，将式（3）写为状态空间表达式：

∂
∂z
η̂ ( z，s)= F ( z，s) η̂ ( z，s)+ P ( z，s) （4）

式中  F ( z，s)为一个由控制方程参数组成的 8×8
矩阵。 η̂ ( z，s)，P ( z，s)和 F ( z，s)可以分别表示为：

η̂ ( z，s)={w̄ 1   w̄ ″1   w̄ ″1   w̄ ‴1  w̄ 2   w̄ '2   w̄ ″2   w̄ ‴3}
T
（5）
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ì
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0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0

- ρ1 s2 + K + K e + C s s
E 1 I1

0 0 0 K
E 1 I1

0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1
K

E 2 I2
0 0 0 - ρ2 s2 + K

E 2 I2
0 0 0

（7）
根据竖井模型边界条件，初衬与二次衬砌顶部

为自由端，底部为固定端，边界条件可以表示为：

w ″1 (0，t )= w ″2 (0，t )= 0，w ‴1 (0，t )= w ‴2 (0，t )= 0，
w 1 (L，t )= w 2(L，t )= 0，w '1 (L，t )= w '2(L，t )= 0

（8）
将上述边界条件进行拉普拉斯变换得到矩阵

形式：

M b η̂ (0，s)+ N b η̂ (L，s)= 0 （9）
其中，矩阵M b 和N b 分别为：
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（10）
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0 0 0 0 0 0 0 0
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（11）

根据 LIU 等［30］的分布传递函数法公式，在 s 域

内控制方程式（3）的解表示为：

η̂ ( z，s)=∫
0

L

Ĝ ( z，ξ，s) P ( ξ，s) dξ （12）

其中，Ĝ ( z，ξ，s)的形式为：

Ĝ ( z，ξ，s)=
ì
í
î

ïïïï

ïïïï

Ĥ ( )z，s M bΦ ( )0，ξ，s ，      ξ < x

-Ĥ ( )z，s N bΦ ( )L，ξ，s ，  ξ > x
（13）

其中，

Ĥ ( z，s)=Φ ( z，0，s) Z-1 ( )s ，

Z ( s)=M b + N bΦ (L，0，s) （14）
Φ ( z，ξ，s)为状态转移矩阵，其形式为：

Φ ( z，ξ，s)= U ( z，s)U-1 ( ξ，s) （15）
其中，

U ( z，s)= ezF ( )s （16）
自由场位移 u ff( z，t )可以表示为：

u ff( z，t )= U ff( z) eiωt （17）
式中  U ff( z) 为场地自由场频域位移响应幅值，

式（17）可以进一步表示为［32］：

u ff( z，t )= U ff0 cos ( ω
V s

z) eiωt （18）

式中  U ff0 为土层表面的简谐位移幅值；ω 为圆频

率；V s 为竖井地基土层的剪切波速，可以根据下式

求得：
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G s = E s / [ ]2( 1 + μ s ) （19）

V s = G s

ρ s
（20）

式中  G s，μ s，E s 和 ρ s 分别为土层的剪切模量、泊松

比、弹性模量和密度。

在考虑土层的阻尼比 β s 时，剪切波速可以表示

为 V *
s = V s(1 + 2iβ s)。 将 式（18）代 入 荷 载 向 量

P ( z，s)中并把 s 替换为 iω，通过式（12）可以得到解

析解向量为：

η̂ ( z，t )= eiωt∫
0

L

Ĝ ( z，ξ，iω) P ( ξ ) dξ （21）

其中，P ( ξ )的表达式为：

P ( ξ )=
ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

0    0   0   
( )K e+C s iω U ff0 cos ( )ω

V s
ξ

E 1 I1
   0   0   0   0

ü

ý

þ

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

T

（22）
求解竖井地震响应过程中，场地土层频域自由

场位移响应可以通过将场地顶部地震动位移时程经

快速傅里叶变换（FFT）后由式（18）求得，通过式

（21）获得竖井频域解析解，经快速逆傅里叶变换

（iFFT）即可求得竖井地震响应时域解，即初衬和二

次衬砌水平位移、转角、弯矩和剪力，其中，弯矩和剪

力的表达式为：

M i = Ei Ii w ″i ，  Q i = Ei Ii w ‴i （23）
式中  M 为弯矩；Q 为剪力；下标 i=1，2 分别表示初

衬和二次衬砌。

3　数值验证

本文使用大型通用有限元软件 ABAQUS 验证

竖井地震响应解析解的准确性。通过建立二维欧

拉‑伯努利梁‑弹簧模型模拟竖井与场地土层动力系

统，采用直接稳态分析方法进行竖井地震响应数值

解求解。

3. 1　数值建模

验证工况参数如下：竖井深度 L =60 m，初衬和

二 次 衬 砌 的 弹 性 模 量 E 1 = E 2 = 34.5 GPa，密 度

ρ1 = ρ2 = 2500 kg/m3，竖井的外径 d=8 m，厚度为

0.3 m，二次衬砌的厚度为 0.4 m。竖井地基土层密

度 ρ s = 1800 kg/m3，阻尼比 β s = 0.05，泊松比 μ s =
0.35，弹性模量 E s = 160 MPa。根据 MAKRIS 等［32］

的场地土层参数取值方法，地基刚度取值为 K e =
1.2E s，所以 K e = 1.92 × 108 N/m2，地基阻尼系数取

值为 C s ≈ 6a
- 1

4
0 ρ sV s d + 2β s K e ω，其中 a0 = ωd/V s。

在实际工程中，初衬与二次衬砌之间的弹性连接层

由防水层、隔震层等多部分构造组成，假设弹性连接

层刚度取值为 K = 1 × 108 N/m2。

ABAQUS 竖井建模分析步骤为：首先，分别建

立二维欧拉‑伯努利梁用于模拟竖井初衬和二次衬

砌，使用梁单元 B33 进行模拟，网格尺寸为 1 m，初

衬与二次衬砌之间节点采用线性弹簧连接，实现初

衬与二次衬砌的相互作用；其次，设置初衬与二次衬

砌顶部为自由边界，底部为固定边界；再次，通过在

初衬的每个单元节点上建立地基弹簧，将式（18）计

算得到的场地自由场位移幅值施加在地基弹簧远离

结构的一侧，采用直接稳态法进行频域地震响应求

解。最后，将数值模拟结果经 iFFT 转换为时域解，

再与解析解进行对比验证。

3. 2　解析解与数值解对比

本文对 z=30 m 处初衬和二次衬砌的位移、转

角和弯矩响应进行验证，分别绘制其在地震作用下

的时程响应曲线。地震波选取 Kobe 波，其位移时程

曲线及位移傅里叶幅值谱如图 3 所示。

在地震动作用下，z=30 m 处初衬和二次衬砌

的位移、转角和弯矩时程响应曲线对比验证如图 4
所示。对比本文解析解与数值解可以看出，分析结

果较吻合。

图 3 Kobe 波位移时程曲线及傅里叶幅值谱

Fig. 3 Time‑history curves and Fourier amplitude spectrum 
of displacement of Kobe wave
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为了进一步验证解析解的合理性，分别取初衬

和二次衬砌的位移、转角和弯矩最大值进行对比，解

析解和有限元法数值解的对比结果如表 1 所示，其

中 ，误 差 定 义 为（解 析 解 最 大 值/数 值 解 最 大 值

−1）×100%。结果表明，本文解析解与数值解的误

差可以控制在 2% 以内，进一步更加验证了本文解

析解的正确性。

4　参数化分析

在验证了解析方法准确性的基础上，本文从地

基刚度、二次衬砌刚度、竖井外径和初衬与二次衬

砌连接层刚度四个角度开展了参数分析，以研究其

对竖井初衬和二次衬砌地震响应的影响，分别选取

Kobe 波与 ChiChi 波作为输入地震激励，调整二者

峰值加速度均为 0.3447g，计算竖井顶部峰值位移

响应 Wp 与峰值转角响应 Rp，其中 Kobe 波和 ChiChi
波的位移时程曲线及傅里叶幅值谱分别如图 3 和 5
所示。

4. 1　地基刚度影响

图 6 从改变地基刚度的角度研究了竖井顶部位

移和转角峰值响应，分别取地基刚度为 Ke=96，
144，192，240 和 288 MPa，其余参数与验证工况保持

一致。

从图 6 中可以看出，两种地震动下二次衬砌位

移和转角峰值响应比初衬响应大，这是由于竖井初

衬既受到场地土层弹簧作用，又受到二次衬砌作用，

使得初衬地震响应较小，后文的参数分析部分可以

得出相同的结论。此外，当地基刚度增大时，初衬与

二次衬砌顶部位移和转角峰值响应均在减小，同时，

初衬与二次衬砌的峰值位移差值在逐渐增大。由

表 1 解析解和数值解最大值对比

 Tab. 1 Maximum value comparison between analytical 
solution and numerical solution

地震响应

位移响应/m

转角响应/
rad

弯矩响应/
(kN∙m)

位置

初衬

二次衬砌

初衬

二次衬砌

初衬

二次衬砌

解析解

最大值

0.079955
0.066468
0.001435
0.002046
172243.7
112907.3

数值解

最大值

0.079955
0.066447
0.001432
0.002039
173022.2
114261.4

误差/%

0
0.03
0.16
0.34
0.45
1.19

图 4 z=30 m 处竖井响应对比验证

Fig. 4 Comparison verification of shaft response at z=30 m

图 5 ChiChi波位移时程曲线及傅里叶幅值谱

Fig. 5 Time‑history curves and Fourier amplitude spectrum 
of displacement of ChiChi wave
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图 6（a）可得，当地基刚度由 96 MPa 增大至 288 MPa
时，Kobe 波激励下二次衬砌的位移峰值响应降低

约 4%，而初衬位移峰值响应降低约 10%，初衬与

二 次 衬 砌 位 移 差 值 近 似 扩 大 为 之 前 的 两 倍 ，在

ChiChi 波中峰值位移差值也有增大趋势。竖井顶

部位移和转角峰值响应均减小是由于场地地基刚

度增大，使得场地自由场变形减小，进而导致竖井

结构地震响应减小。初衬地震响应降低较明显是

由于初衬直接受场地地基影响，相比较而言，地基

刚度的变化对竖井初衬顶部峰值响应影响较大。

4. 2　二次衬砌刚度影响

为了研究二次衬砌刚度对竖井顶部地震响应的

影响，本文通过改变二次衬砌的弹性模量进行参数

化分析，考虑二次衬砌选用 C25，C30，C40，C50 和

C60 五种等级混凝土的情况，分别取它们对应的弹

性模量 E2=28，30，32.5，34.5 和 36 GPa 进行计算，

其余参数与验证工况保持一致。

图 7 为竖井在不同二次衬砌刚度下初衬和二次

衬砌的顶部位移和转角峰值响应。从图 7 中可以看

出，在其他条件不变的情况下，两种地震动作用下初

衬和二次衬砌的位移和转角峰值响应会随二次衬砌

刚度的增大略微线性增大。其中初衬峰值响应几乎

无明显变化，二次衬砌响应变化较为明显，特别是转

角峰值响应变化较大。弹性模量由 28 GPa 增大至

36 GPa 时，ChiChi 波作用下二次衬砌位移峰值响应

大约增大 2%，而转角峰值响应大约增大 20%。这

可能是由于竖井整体刚度变大，使得场地施加的土

层荷载增加，引起转角增大。此现象表明，对于竖井

顶部地震响应，当二次衬砌刚度较大时，应重点关注

二次衬砌在地震作用下的峰值响应，使其满足抗震

设计要求。

4. 3　竖井外径影响

图 8 所示为竖井外径对初衬和二次衬砌顶部位

移和转角峰值响应的影响，分别取竖井外径 d=4，
6，8，10 和 12 m 进行计算，其余参数同验证工况保持

一致。

从图 8 中可以得出，随着竖井外径的增大，两

种地震激励下初衬和二次衬砌顶部位移和转角峰

值响应均有增大趋势，其中二次衬砌增大速率较

图 6 地基刚度对竖井顶部峰值响应的影响

Fig. 6 Influence of foundation stiffness on peak response of shaft top

图 7 二次衬砌弹性模量对竖井顶部峰值响应的影响

Fig. 7 Influence of secondary lining elastic modulus on peak response of shaft top
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快。在 ChiChi 波地震作用下，当竖井外径由 4 m 增

大至 10 m 时，初衬位移峰值响应增大约 0.02 m，二

次衬砌增大约 0.06 m，约为初衬响应增大值的 3
倍，在 Kobe 波激励下呈现相似的规律。但是在

10~12 m 范围内二次衬砌的位移峰值响应略微下

降，这是由于本文解析解基于欧拉‑伯努利梁模型

建立，忽略了竖井地震响应过程中的剪切变形。此

外，本模型没有考虑初衬与场地土层之间的切向剪

应力，使得竖井二次衬砌位移峰值响应出现下降的

趋势。结果表明，竖井外径对于初衬与二次衬砌峰

值响应均有较大影响，在工程实践中应予以关注。

4. 4　初衬与二次衬砌连接层刚度影响

图 9 所示为初衬与二次衬砌之间连接层刚度

对竖井顶部峰值响应的影响情况。在这里分别取

弹 性 连 接 层 刚 度 为 K=0.2×105，0.6×105，1.0×
105，1.4×105 和 1.8×105 kN/m 进行计算，其余参数

保持不变。由图 9 可得，随着连接层刚度的增大，

两种地震波激励下初衬顶部峰值位移和转角响应

均呈现增大趋势，而二次衬砌顶部峰值位移和转

角响应逐渐减小，原因可能是衬砌之间连接层刚

度增大使得二次衬砌地震响应减小。特别值得注

意的是，当衬砌连接层刚度较低时，二次衬砌的位

移和转角峰值响应均较大，其中 ChiChi波地震作用

下位移峰值响应达到将近 0.24 m，Kobe 波地震作

用下达到 0.12 m，转角峰值响应分别达到 0.004 和

0.002 rad，应被重点关注。因此，在实际工程中，当

初衬与二次衬砌之间材料刚度较小时，应该重点

关注二次衬砌峰值地震响应，防止其产生较大的

位移和转角响应。

5　结  论

本文聚焦于考虑竖井结构初衬与二次衬砌相互

作用的竖井地震响应分析，建立了场地‑竖井结构相

互作用的梁‑弹簧模型，场地地基简化为文克勒地

基，竖井结构初衬与二次衬砌简化为欧拉‑伯努利

梁，通过分布传递函数法推导了竖井初衬和二次衬

砌水平地震响应解析解，并从地基刚度、二次衬砌刚

度、竖井外径和初衬与二次衬砌连接层刚度的角度

分别对初衬和二次衬砌顶部位移和转角峰值响应进

行了参数化分析，主要结论如下：

图 8 竖井外径对竖井顶部峰值响应的影响

Fig. 8 Influence of shaft outer diameter on peak response of shaft top

图 9 衬砌连接层刚度对竖井顶部峰值响应的影响

Fig. 9 Influence of lining connection layer stiffness on peak response of shaft top
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（1）通过与有限元模拟数值解进行对比验证，结

果表明解析解与有限元模拟数值解基本一致，验证

了解析解的准确性和合理性。

（2）二次衬砌顶部的峰值响应一般大于初衬，地

基刚度对初衬与二次衬砌顶部峰值响应均有明显影

响，随着地基刚度的增大，初衬与二次衬砌峰值响应

均会减小。

（3）随着二次衬砌刚度的增大，初衬和二次衬砌顶

部峰值响应均会增大，其中二次衬砌增大较为显著。

（4）随着竖井外径的增大，初衬和二次衬砌顶部峰

值响应均会明显增大，其中二次衬砌增长速率较快。

（5）当弹性连接层刚度增大时，初衬顶部峰值响应

会略微增大，而二次衬砌顶部峰值响应会显著减小。

本文推导的竖井地震响应解析解和参数化分析

结论可为竖井抗震设计提供一定理论参考。
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Analytical solution for horizontal seismic response of shaft structure 
primary lining and secondary lining

ZAHNG Bu1，2， LU Li-dong1， ZHONG Zi-lan1，2， JI Ruo-yu1， DU Xiu-li1，2

（1. Faculty of Architecture， Civil and Transportation Engineering， Beijing University of Technology， Beijing 100124， China；
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Abstract:  Based on the elastic foundation beam theory， the mechanical model for the seismic response of the vertical shaft is estab‑
lished. The shaft primary lining and secondary lining are simplified as Euler Bernoulli beams and the normal interaction between the 
primary lining and secondary lining is simulated by using uniformly distributed springs. The differential governing equations of the 
shaft under the horizontal seismic excitation are derived. The rapid solution of the horizontal seismic response of the primary lining 
and secondary lining is achieved through the distributed transfer function method and the correctness of the analytical solution is ver‑
ified by comparison with the finite element numerical simulation method. The peak seismic response at the top of the shaft is para‑
metrically analyzed from the perspectives of elastic foundation stiffness， secondary lining stiffness， shaft outer diameter， and stiff‑
ness of the elastic connection layer between the primary and secondary linings， respectively. The results show that the peak seismic 
response at the top of the secondary lining is greater than that of the primary lining. With the increase of the elastic foundation stiff‑
ness， the peak response of the top of the primary lining and the secondary lining decreases. The increase of secondary lining stiff‑
ness leads to the obvious increase of peak response at the top of secondary lining. With the increase of the shaft outer diameter， the 
peak response of both the primary and secondary linings increase significantly. When the elastic connection layer stiffness increases， 
the peak response of the primary lining increases slightly， but the peak response of the secondary lining decreases significantly.
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