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摘要 : 本文推导了由设置惯容系统的高层建筑结构组成的耗能体系随机地震动响应的简明封闭解，并探究了惯容

系统在建筑结构中的设置方案，提出了惯容系统耗能体系实用分析法。根据串联型惯容系统的力学构造图及在建

筑结构中的设置方案，建立了耗能体系耦合地震动方程。针对实际结构动力方程中阻尼和刚度参数不易求解的问

题，利用有限元技术和动力学原理获得了以实模态振动参数表示的无控结构动力方程的等效形式，并重构了串联型

惯容系统耗能体系的地震动方程。基于功率谱密度函数的二次式分解法推导出建筑结构相对于地面位移、层间位

移及惯容阻尼力等系列响应谱矩的简明封闭解。通过算例验证了所提简明封闭解的正确性；并研究了实模态振型

数对于系列响应 0~2 阶谱矩的影响和惯容系统设置楼层位置对高层建筑结构减震效果的影响。研究表明，在对多

自由度耗能结构进行响应分析时，采用无控结构自由振动分析时振型参与质量比累计达到 100% 所对应的实振型

个数可获得稳定的分析精度和计算效率；以减少无控结构层间位移作为串联型惯容系统在建筑结构中的布置策略

是可行的。本文可为复杂建筑结构设置串联型惯容系统的随机地震动响应分析提供参考。
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引  言

大量的地震灾害表明，强烈的地震动会导致土

木工程结构损坏，并伴随着大量的人员伤亡和财产

损失，探寻经济有效的减震技术一直是工程界的研

究热点［1‑3］。被动控制技术是目前工程上应用较为

广泛的一类减震技术，通过在结构中设置阻尼器、减

震器等装置以降低地震动对结构的影响，具有性能

可靠、成本低、维护和管理简单的特点［4‑7］。惯容系

统［8］是一种新型被动控制装置，通过惯性作用和阻

尼作用实现结构减震效果［9‑10］，具有良好的应用

前景［11］。

KAWAMATA 等［12］通过试验研究了加速度液

体质量块对建筑结构地震动响应的抑制作用，该研

究是最早研究惯容系统对建筑结构减震性能的成

果 。 惯 容 系 统 的 显 著 优 点 是 通 过 特 定 机 械 原

理［3， 10， 13］，在不改变阻尼器物理质量的情况下数倍提

高阻尼器的惯性，从而达到减震的效果。 IKAGO
等［3］和 SAITO 等［14］基于滚珠螺杆式惯容实现机制，

研发了一种平动向转动转化的机制，将较小物理质

量放大至数千倍惯性质量，能够获得较显著的减震

效果。罗浩等［15］将黏滞单元与质量单元串联起来，

基于位移增效机制提出了一种惯容阻尼器，研究表

明该惯容阻尼器具有良好的减震特性。目前惯容系

统被广泛应用于各类结构的减震（振），如建筑结构

的抗震［16］和抗风［17］、桥梁缆索振动控制［18］、车辆减

振［19］等。

利用惯容系统进行建筑结构的减震耗能研究方

面也已取得了一定的成果。HU 等［20］基于固定点理

论研究了惯容系统与隔震结构组成的耗能体系的最

优阻尼器参数的计算方法；参数优化分析是基于耗

能体系频域响应函数开展的，而实际上结构随机地

震动响应值的计算是频响函数在频域上的积分值，

两者势必会存在偏差。ZHANG 等［21］给出了单自由

度结构设置惯容系统组成的耗能体系在白噪声谱激

励下响应方差的解析表达式，但白噪声谱是一种理

想的地震动激励模型，所得结果应用范围有限。

LAZAR 等［22］基于固定点理论对比研究了 TMD 系

统与惯容系统的最优惯容名义频率计算方法，并探

究了设置惯容系统的多自由度结构在时程激励下的

减震特性。以上地震动激励研究采用时程形式或者
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理想白噪声谱激励形式，而实际地震动具有显著的

随机性［23］，因其复杂性常采用表达式复杂的随机激

励形式［24‑25］。双过滤白噪声激励模型［26］是工程界最

常用的平稳地震动随机模型，可较准确地描述场地

土特性对地震动的影响。GE 等［27‑28］综合利用复模

态法、虚拟激励法和有理式分解法提出了功率谱密

度函数的二次式分解法，推导出了建筑结构在过滤

白噪声激励［27］及李鸿晶谱激励下［28］的随机地震动响

应 0 面位移、层间位移及惯容系统出力等系列响应

0~2 阶谱矩的封闭解，具有较好的分析效率。

本文利用二次式分解法［27‑28］，对设置串联型惯

容系统（series inertia damper， SID）的高层建筑结构

在双过滤白噪声随机地震激励下的结构位移及串联

型惯容系统出力等响应的简明封闭解进行研究，并

探究惯容系统设置位置对建筑结构减震性能的影

响。首先，根据串联型惯容系统的力学构造图及在

建筑中的设置方式，建立耗能体系耦合地震动方程。

其次，针对实际结构动力方程中阻尼和刚度参数不

易求解的问题，基于有限元技术和动力学原理获得

以实模态振动参数表示的无控结构的动力方程等效

形式，并重构惯容系统耗能体系的地震动方程。然

后，基于功率谱密度函数的二次式分解法推导出建

筑结构相对于地面位移、层间位移及惯容系统出力

等系列响应 0~2 阶谱矩的封闭解，给出串联型惯容

系统在工程结构中应用的实用分析方法。

1　串联型惯容系统 -建筑结构耦合

地震动方程重构

在建筑结构部分楼层中设置串联型惯容系统以

形成耗能体系，如图 1 所示。地震激励下耗能体系

的运动方程为：

Mẍ+ Cẋ+ Kx+ HF I = -MIẍg （1）
式中  x，ẋ和ẍ分别为建筑结构各集中质量相对于

地面的位移、速度和加速度向量，均为含有 n 个元素

的列向量，n 为建筑结构集中质量个数；M，C和 K分

别为建筑结构的质量矩阵、阻尼矩阵和刚度矩阵，均

为 n 阶方阵；I为元素为 1 的 n×1 阶向量；H为惯容

系统楼层位置矩阵，为 n×L 阶矩阵，L 为设置惯容

阻尼器的总质量点数，该矩阵非零元素的特点为：当

在建筑结构编号为 s 和 p 的两个集中质量间设置编

号为 k 的串联型惯容系统时，H（s，k）=1，H（p，k）=
-1；F I 为串联型惯容系统出力的向量，为 L×1 阶矩

阵，可显式表示为 F I = [F I1  F I2  ⋯  F IL ]
T
，其中，F Ik

为第 k 个惯容系统出力，上标“T”表示矩阵转置；ẍg

为场地土地面水平运动加速度。

在式（1）所示的建筑结构动力方程中，刚度矩阵

和阻尼矩阵的取值与所采用的材料力学性能和构件

尺寸有关，结构力学方法不易获得。由于惯容系统

的刚度部分相对于建筑结构（无控结构）来说非常

小，工程上常忽略其对无控结构自振特性的影响。

为此，本文提出通过有限元技术对无控结构进行动

力学建模及分析，获得自振圆频率和实模态振型，并

将其作为无控结构的刚度矩阵等效形式，利用瑞利

阻尼假设求解主体结构的阻尼矩阵，从而避开建筑

结构刚度和阻尼求解繁琐的问题。

根据实模态振型解耦法，建筑位移可表示为：

x= φq （2）
式中  q为实模态广义坐标向量，为 N×1 阶矩阵，N

为实模态个数；φ为无控结构的实模态振型，为 n×
N 阶矩阵。

利用式（2）及实模态解耦法，则式（1）可重构为：

E 1 q̈+ 2ξω 0 q̇+ ω 2
0q+ μHF I = μMIẍg （3）

式中  q̇和 q̈分别为 q对时间 t的一阶和二阶导数；E 1

为 N 阶单位矩阵；ω 0 = diag (ω 1  ⋯  ωN )，其中，“di‑
ag”表示对角阵运算，ωi 为无控结构第 i 阶自振圆频

率；ξ为无控结构阻尼比；μ= (φTMφ)-1
φT。

串联型惯容系统构造图［11］如图 2 所示，当在结

构集中质量节点 s和 p 处设置编号为 k的串联型惯容

系统时，存在如下关系式：

F Ik = kd x dk，1 = cd ẋ dk，2 = m in ẍ dk，3，L ≥ k ≥ 1 （4a）
xdk，1 + xdk，2 + xdk，3 = xp - xs，n ≥ p ≠ s ≥ 1 （4b）

式中  m in，cd 和 kd 分别为为惯容器的惯容系数、阻

尼系数和刚度系数；xdk，1，xdk，2 和 xdk，3 分别为编号 k 的

惯容系统的弹簧元件、阻尼元件和惯容元件两端的

图 1 串联型惯容系统耗能减震结构计算简图

Fig. 1 Calculation diagram of energy dissipation damping 
structure with SIDs
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相对位移；ẋdk，2和ẍdk，3 分别为 xdk，2和xdk，3 对时间 t的一

阶导数和二阶导数；xp，xs 分别为惯容系统与设置的

建筑结构节点 p 和 s相对于地面的位移。

在进行动力分析时，结构位移、惯容系统出力及

其构件两端的相对位移都是关于时间 t 的函数。可

利用式（4a）获得串联型惯容系统各构件两端的相对

位移的导数与惯容系统出力的关系式为：

ẍdk，1 = k-1
d F̈ Ik， ẍdk，2 = c-1

d Ḟ Ik， ẍdk，3 = m -1
in F Ik （5）

式中  ẍdk，1，ẍdk，2，ẍdk，3 分别为 xdk，1，xdk，2，xdk，3 对时间 t

的二阶导数；Ḟ Ik 和 F̈ Ik 分别为 F Ik 对时间 t 的一阶和

二阶导数。

同理，将式（4b）中惯容系统构件两端相对位移

和建筑结构位移对时间 t求导，得到：

ẍdk，1 + ẍdk，2 + ẍdk，3 = ẍp - ẍ s （6）
式中  ẍp，ẍ s 分别为 xp，xs 对时间 t的二阶导数。

把式（5）代入式（6），则建立串联型惯容系统出

力与结构位移的关系式为：

k-1
d F̈ Ik + c-1

d Ḟ Ik + m -1
in F Ik = xp - xs （7）

至此，建立了惯容系统出力与建筑结构相对于

地面位移的微分型关系式（7），结合式（2）可建立建

筑结构中所有串联型惯容系统出力与结构位移的关

系式为：

K d F̈ I + C d Ḟ I +M dF I = H Tφq̈ （8）
式中  Ḟ I和F̈ I 分别为F I 对时间 t的一阶和二阶导数；

K d = diag ( k-1
d1   ⋯  k-1

dL ) ；C d = diag ( c-1
d1   ⋯  c-1

dL )；M d = 
diag ( m -1

in1   ⋯  m -1
inL )。

式（8）建立了惯容系统出力与建筑结构实模态

广义坐标的关系式，其与式（3）联立可建立惯容系

统‑高层建筑结构耦合的动力方程为：

M̄Ẍ+ C̄Ẋ+ K̄X= αẍg （9）
其中：

X= [qT  F T
I ] T

（10）

式中  Ẋ和Ẍ分别为 X对时间 t 的一阶和二阶导数；

M̄= é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

E 1 o1

-H Tφ K d
；C̄= é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

2ξω 0 o1

oT
1 C d

；K̄= é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

ω 2
0 μH

oT
1 M d

；

α=ì
í
î

ü
ý
þ

μMI

o2

；o1，o2 均为 0 元素矩阵，其中 o1 为 N×L

阶矩阵，o2 为 L×1 阶矩阵。

2　串联型惯容系统 -建筑结构系列

响应的封闭解

为获得串联型惯容系统‑建筑结构耗能体系中

的结构集中质量处位移、相邻两侧竖向构件的层间

位移及串联型惯容系统出力等系列响应的封闭解，

引入状态变量，对式（9）进行重构，得到：
~
M Ẋ̄+~K X̄= ~a ẍ g （11）

式中  ~M= é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

C̄ M̄

C̄ o3

；
~
K= é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

K̄ o3

o3 -C̄
；X̄={ }XẊ ；~a=

{ }αo4
；Ẋ̄表示 X̄对时间 t的一阶导数；o3，o4 均为 0 元素

矩 阵 ，其 中 o3 为 N+L 阶 矩 阵 ，o4 为 N+L×1 阶

矩阵。

2. 1　系列响应统一形式频域解

由复模态理论［23， 29‑30］可知，存在对角阵 P和左、

右特征向量 V，U使方程（11）复模态解耦。引入复

模态变换：

X̄= Uz （12）
式中  z为复模态广义参数。

根据复模态理论［23， 29‑30］，式（11）存在复模态解

耦式：

ż+ Pz= ηẍg （13）
式中  ż为z对时间 t的一阶导数；η=V T~a /(V T~MU )，
为含有 s个元素的列向量，s=2×（N+L）。

式（13）的分量形式为：

ż i + pi zi = ηi ẍ g （14）
式中  zi，ηi，pi分别为 z，η，P的分量。

由虚拟激励法［27‑28，31］可知，式（14）的频域解为：

zi ( ω )= ηi

pi + jω Sẍg( )ω ejωt （15）

式中  ω 表示圆频率自变量；zi ( ω ) 为 zi 的频域解；

Sẍg(ω)为地震动激励的功率谱密度函数；j = -1 。

由式（10）和（12）可知，惯容系统出力 F Ik 的频域

解为：

F Ik(ω)= ∑
i = 1

s

uN + k，i z i( )ω ； k = 1，2，…，L （16）

式中  F Ik(ω)为 F Ik 的频域解；uN + k，i 为惯容系统出

力的模态强度系数。

由式（2），（10），（12）及实模态解耦法可知，建筑

结构集中质量处的位移 xk 和速度 ẋ k 的频域解分

别为：

xk(ω)= ∑
i = 1

s

λk，i z i( )ω （17a）

图 2 串联型惯容系统构造图

Fig. 2 Mechanics diagram of series inerter damper （SID）
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ẋ k(ω)= ∑
i = 1

s

λ̄ k，l z i( )ω （17b）

式中  xk ( ω )，ẋ k ( ω ) 分别为 xk，ẋ k 的频域解；λk，i =

∑
l = 1

N

φk，l ul，i 和 λ̄ k，l = ∑
l = 1

N

φk，l ul + s/2，i 分别为结构集中质量

处的位移和速度的模态强度系数，其中 φk，l 为结构

实模态振型 φ的第 k 行、第 l 列元素，ul，i 为右特征向

量矩阵U的第 l行、第 i列元素。

由式（17）及层间位移定义可知，竖向构件相邻

两层集中质量的相对位移可表示为结构层间位移

Δxk 和层间位移变化率 Δẋ k，两者的频域解分别为：

Δxk(ω)= ∑
i = 1

s ~
λ k，i z i( )ω （18a）

Δẋ k(ω)= ∑
i = 1

s 
λ k，l z i( )ω （18b）

式中  Δxk ( ω )，Δẋ k ( ω ) 分别为 Δxk，Δẋ k 的频域解；
~
λ k，i = λk，i - λk - 1，i 和


λ k，l = λ̄ k，l - λ̄ k - 1，l 分别为层间位

移和层间位移变化率的模态强度系数。

由式（16）~（18）可知，串联型惯容系统出力、建

筑结构集中质量处的位移及其变化率、层间位移及

其变化率等响应量具有相同形式的表达式，故上述

响应量的频域解可统一表示为：

Y ( ω )= ∑
i = 1

s

γi zi( )ω （19）

式中  γi 为响应量 Y 的第 i个模态强度系数。

2. 2　系列响应 0~2阶谱矩和方差封闭解

由虚拟激励法［31］可知，Y 的功率谱 SY ( ω )为：

SY ( ω )= ∑
k = 1

s

∑
i = 1

s

γi γk zk ( ω ) z*
i ( ω ) （20）

式中  z*
i ( ω )为 zi ( ω )的共轭项。

将式（15）代入式（20），运用功率谱二次式分解

法［27‑28， 30］，响应量 Y 的功率谱的二次式表示为：

SY ( ω )=
é

ë

ê
êê
ê∑

k = 1

s γ2
k η2

i

p2
k + ω2 +∑

k = 1

s - 1

∑
i = k + 1

s γk γi ηi ηk

pi + pk

×

ù

û

ú
úú
ú( )2pi

p2
i + ω2 + 2pk

p2
k + ω2 Sẍg(ω) （21）

当地震动激励采用双过滤白噪声激励模型时，

其功率谱密度函数［26］为：

Sẍg ( ω )=
ω4

( ω 2
f - ω2 )2 + 4ξ 2

f ω 2
f ω2

ω 4
g + 4ξ 2

g ω 2
g ω2

( ω 2
g - ω2 )2 + 4ξ 2

g ω 2
g ω2 S0

（22）
式中  ξ f，ω f，ξg，ω g，S0 为地震激励模型的常参数。

基于有理式分解法［27］可获得式（22）的二次分解

式为：

Sẍg ( ω )= S0 ∑
m = 1

2

∑
n = 1

2 ( )1 - c f，n

ω2 + ω 2
f，n

cg，m

ω2 + ω 2
g，m

（23）

式中  ω 2
f，1=( 2ξ 2

f -1 ) ω 2
f -2ω 2

f ξ f ξ 2
f -1；ω 2

g，1=( 2ξ 2
g - 

1 ) ω 2
g - 2ω 2

g ξg ξ 2
g - 1 ； ω 2

f，2 = conj( ω 2
f，1 )； ω 2

g，2 =

conj( ω 2
g，1 )； c f，1 = ω 4

f + 2ω 2
f ω 2

f，1 ( 1 - 2ξ 2
f )

ω 2
f，2 - ω 2

f，1
； c f，2 =

conj( c f，1 )；cg，1 = ω 4
g - 4ξ 2

g ω 2
g ω 2

g，1

ω 2
g，2 - ω 2

g，1
；cg，2 = conj( cg，1 )，其 中

“conj”表示求参数的复共轭值。

把式（23）代入式（21），则系列响应的功率谱密

度函数的二次分解式为：

SY ( ω )= ∑
i = 1

s

γ2
i η2

i A i ( ω )+

2∑
i = 1

s - 1

∑
k = i + 1

s γk γi ηi ηk

pk + pi
[ ]pi A i ( ω )+ pk A k ( ω )

（24）
其中：

A i ( ω )= S0 ∑
m = 1

2

∑
n = 1

2 ( )1 - c f，n

ω2 + ω 2
f，n

cg，m

ω2 + ω 2
g，m

1
p2

i + ω2

（25）
结构响应的 0~2 阶谱矩及方差是描述响应量

随机振动特性的重要参数，是基于 Vanmarke 动力可

靠度分析的基础［32‑33］。响应的 0 阶谱矩等于其方差，

响应的 2 阶谱矩是其变化率的方差，为此可通过谱

矩分析获得结构随机地震动响应的上述 4 种参数。

由谱矩［32］定义可知，响应的 q 阶谱矩 αY，q 为：

αY，q = 2∫
0

∞

ωq SY ( ω ) dω；q = 0，1 （26a）

σ 2
Y = αY，0 （26b）

σ 2
Ẏ = αẎ，0 = αY，2 （26c）

式中  Ẏ = dY/dt；σ 2
Y和σ 2

Ẏ 分别为响应量 Y 的方差

和其变化率的方差。

将式（24）代入式（26a），利用二次式在［0，+∞）

上积分有解析解，可获得响应量 0~1 阶谱矩的封闭

解［27‑28］为：

αY，q = ∑
i = 1

s

γ2
i η2

i χ i，q + 2∑
i = 1

s - 1

∑
k = i + 1

s γk γi ηi ηk

pk + pi

×

( )pi χi，q + pk χk，q ；q = 0，1 （27）
其中：

χi，q = S0 ∑
m = 1

2

∑
n = 1

2 c f，n cg，m

ω 2
f，n - ω 2

g，m
( ρgmi，q - ρ fni，q)+

S0 ∑
m = 1

2

cg，m ρgmi，q （28）

式 中  ρawi，0 = π [ωa，w pi(ωa，w + pi) ]-1
；ρawi，1 = ( p2

i -
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ω 2
a，w )-1

 ( )ln p2
i - ln ω 2

a，w ，其中下标 a=g，f；下标 w=
m，n。

由式（26）同样获得了系列响应的二阶谱矩和

方差。

3　算  例

为验证本文所提计算串联型惯容系统‑高层结构

组成的耗能体系随机地震动响应的 0~2阶谱矩封闭

解的正确性，研究无控原结构实模态振型数的取值

对分析结构的影响及串联型惯容系统设置位置对结

构减震效果的影响，通过数值算例逐一开展研究。

图 3 为 12 层钢筋混凝土建筑结构的一榀框架构

件布置图，荷载从属宽度为 6.6 m；结构柱尺寸为：

1~5 层为 0.7 m×0.7 m，6~12 层为 0.5 m×0.5 m；

结构梁尺寸为 0.3 m×0.7 m，梁柱采用 C30 混凝土，

弹性模量为 3.0×104 MPa。结构竖向荷载由混凝土

结构自重（重度为 26 kN/m3）、铺装荷载（1.5 kN/m2）、

楼板荷载（2.5 kN/m2）和竖向活荷载（2.0 kN/m2）组

成，动力分析的质量矩阵按集中质量法确定，根据现

行规范［34］集中质量由荷载组成，其恒载系数为 1.0，
活荷载系数为 0.5。阻尼采用瑞利模型，阻尼比为

5%。串联型惯容系统的参数取值为：kd=1.01×
107 N/m，cd=7.5×106 N·s/m，m in=1.0×106 kg。

利用 MIDAS Civil 有限元软件对该结构进行建

模，图 4 为结构的 MIDAS 模型，梁的惯性矩取实际

尺寸截面计算的 2.5 倍；图中数字为节点编号，通过

特征值分析后可获得结构实模态振型、自振圆频率

及节点集中质量等动力分析所需要的参数。表 1 给

出了无控结构前 13 阶自振圆频率。双过滤白噪声

激励的参数为：ωg=8.67 rad/s，ξg=0.8，ω f=0.4ωg，

ξf=0.8，S0=166.22×10-4 m2/s3。

3. 1　系列响应简明封闭解的验证及实模态振型数

对分析精度的影响

为验证所提耗能体系地震动响应简明封闭解的

正确性，研究多自由度结构实模态振型数对响应分

析精度的影响，在 1~4 层和 9~12 层设置惯容系统，

具体位置如图 5 所示。

3. 1. 1　系列响应简明封闭解的验证

虚拟激励法由林家浩等［31］提出，是已被证明能

有效分析随机激励下结构响应的方法，下面给出虚

拟激励法下无控结构集中质量处位移和惯容系统出

力的计算公式的推导。

利用虚拟激励法对式（3）进行改写，得到：

( - E 1 ω2 + 2jξω 0 + ω 2
0) q̄ ( jω)+ μHF̄ I( jω)=

μMI Sẍg( )ω ejωt （29）

式中  q̄ ( jω)，F̄ I( jω)分别为 q，F I 的傅里叶变换。

对式（8）进行傅里叶变换，得到：

( - ω2K d + C d jω +M d) F̄ I( jω)= -ω2H Tφq̄ ( jω)
（30）

图 5 惯容系统布置图及编号  （单位：m）

Fig. 5 Layout and numbering of SIDs （Unit：m）

图 3 框架构件布置图（单位：m）

Fig. 3 Frame components
layout （Unit：m）

图 4 MIDAS 模型图

Fig. 4 MIDAS model 
diagram

表 1 无控结构前 13阶自振圆频率

Tab. 1 First 13‑order natural vibration circular frequency 
of uncontrolled structure

振型阶数

1
2
3
4
5
6
7

圆频率/（rad·s-1）

3.196
8.973

15.061
22.106
28.738
35.279
42.869

振型阶数

8
9

10
11
12
13

圆频率/（rad·s-1）

50.013
51.180
55.338
58.580
77.658

100.163
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由式（30）可知，F̄ I( jω)可表示为：

F̄ I( jω)= -ω2

-ω2K d + C d jω +M d
H Tφq̄ ( jω) （31）

将式（31）代入式（29），可获得建筑结构关于广

义坐标的频域解为：

q̄ ( jω)= -D-1 ( jω) μMI Sẍg( )ω ejωt （32）
其中：

D ( jω)= -E 1 ω2 + 2jξω 0 + ω 2
0 -

ω2( - ω2K d + C d jω +M d)-1
HH Tφ。

建筑结构集中质量处位移的响应功率谱密度函

数为：

Sx (ω)= [φD-1 ( jω) MI ] • [φD-1 ( - jω) MI ] Sẍg(ω)
（33）

式中  Sx (ω)为集中质量处位移功率谱列向量；“•”
表示向量点乘运算。

由式（32）及（33）可知，惯容阻尼器阻尼力的功

率谱密度函数为：

SF I(ω)= é
ë- ω2( - ω2K d +C d jω +M d)-1

H Tù
û •

é
ë- ω2( - ω2K d -C d jω +M d)-1

H Tù
û Sx (ω)

（34）
式中  SF I(ω)为 F I 的功率谱密度函数列向量。

由虚拟激励法可知，结构集中质量处位移及串

联型惯容系统出力的 q（q=0，1，2）阶谱矩可分别由

功率谱积分获得：

ᾱx，q =∫
-∞

∞

Sx (ω) ωq dω （35a）

ᾱF I，q =∫
-∞

∞

SF I(ω) ωq dω （35b）

由式（33）和（34）可知，结构集中质量处位移及

惯容系统出力的功率谱密度函数为列向量，且为圆

频率 ω 的高次多项式，故式（35）表示的积分只能采

用梯形面积数值法求解。式（34）为关于圆频率的偶函

数，且采用梯形面积法积分时，积分区间无法取为无穷

大，只能取有限积分区间，式（35）的实际计算公式为：

ᾱx，q ≈ 2∫
0

ωu

Sx (ω) ωq dω =

∑
i = 0

ωu /Δω - 1

[ ]Sx ( )ωi ωq
i + Sx ( )ωi + 1 ωq

i + 1 Δω （36a）

ᾱF I，q ≈ 2∫
0

ωu

SF I(ω) ωq dω =

∑
i= 1

ωu /Δω - 1

[ ]SF I( )ωi ωq
i +SF I( )ωi+ 1 ωq

i+ 1 Δω （36b）

式中  ω u 为数值积分区间上限；ωi = iΔω，其中，Δω
表示频域变量积分间距。

由式（36）可知，利用虚拟激励法计算结构系列

响应 0~2阶谱矩的计算精度和效率受积分上限和积

分间距取值的影响。经试算，本文的 ω u=500 rad/s
即可达到高精度。由数值积分原理可知，Δω 取值越

小，计算越精确，为此，Δω 取值为 4 个工况，即 Δω =
2.5，1.0，0.1 和 0.01 rad/s。图 6~11 给出了集中质量

处位移及串联型惯容系统出力的 0~2 阶谱矩两种

方法的对比图。

图 6 结构集中质量处位移 0 阶谱矩

Fig. 6 0-order spectral moment of structural displacement at 
the concentrated mass

图 7 结构集中质量处位移 1 阶谱矩

Fig. 7 1-order spectral moment of structural displacement at 
the concentrated mass

图 8 结构集中质量处位移 2 阶谱矩

Fig. 8 2-order spectral moment of structural displacement at 
the concentrated mass
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从图 6~11 中可知，随着 Δω 取值逐渐变小，虚

拟激励法计算结果逐渐逼近本文方法，从而说明所

提封闭解的正确性。由图 6~8 并结合图 4 中各楼层

节点编号可以发现，同一楼层处建筑结构各节点处

位移的 0 阶、1 阶和 2 阶谱矩基本相同，验证了现行

建筑抗震设计规范［34］对于建筑结构楼板平面内刚度

无限大假设的合理性。由建筑结构 1~5 层和 6~12
层的构件截面相同以及图 9~11可知，在构件尺寸和

楼层高度相同的条件下，随着楼层的增高，串联型惯

容系统响应谱矩数值降低；由惯容系统编号 1 和 2
可知，在构件尺寸相同的条件下，楼层高度越高，谱

矩数值越小。

从两种方法的分析效率来看，工况 Δω 为 0.1 和

0.01 rad/s 的耗时分别为 2.96 和 29.04 s，而本文方法

耗时仅为 1.27 s，本文方法具有较高的分析效率，且

无需考虑积分上限和积分间距的影响。

3. 1. 2　实 模 态 振 型 数 对 计 算 精 度 和 分 析 效 率 的

影响

实际工程中，应用实模态解耦法进行结构响应

分析时，取结构振动的前若干阶振型即可满足工程

精度的要求。MIDAS Civil 有限元软件通过振型参

与质量比来衡量各阶振型对结构振动的影响程度，

表 2 列出了实模态振型参与质量比与振型数的关

系，从表中可知前 13 阶振型参与质量比为 100%（结

构共 48 个实模态振型）。

设置惯容系统后，需要研究振型对惯容系统‑建
筑结构地震动计算精度的影响，在确保耗能体系减

震分析精度的条件下，以较少的实模态振型数来提

高分析效率。3.1.1 节的研究表明，本算例中同一高

度处的各节点谱矩值相同，即满足平截面假定，故研

究实模态振型数对结构响应的影响可取结构一根柱

子上各节点响应值（即节点号 1~13）。根据表 2，为
探究实模态振型数对结构响应分析的影响，给出了

3 种工况下结构位移的 0~2 阶谱矩与全振型工况的

对比图，如图 12~14 所示。

从图 12~14 中可知，考虑前 1 阶振型时，结构位

移的 0~2 阶谱矩与考虑全部振型时偏差非常大，且

不同节点处的位移计算精度差别亦较大。考虑前 5
阶振型时，响应量的计算精度相对只考虑 1 阶振型

时有较大提高。考虑前 13 阶振型时，结构位移的偏

差极小，可作为响应谱矩计算的振型数。通过与表

2 对比发现，设置惯容装置后多自由度结构的地震

动响应分析可按多自由度结构自由振动时振型参与

图 9 串联型惯容系统出力 0 阶谱矩

Fig. 9 0-order spectral moment of force of SID

图 10 串联型惯容系统出力 1 阶谱矩

Fig. 10 1-order spectral moment of force of SID

图 11 串联型惯容系统出力 2 阶谱矩

Fig. 11 2-order spectral moment of force of SID

表 2 实模态振型参与质量比与振型数的关系

Tab. 2 Relationship between mass ratio of real modal 
shape participation and the number of modal shape

振型阶数

1

2

3

4

5

6

7

占比/%

76.58

13.97

3.75

1.82

1.50

0.74

0.36

累计/%

76.58

90.55

94.30

96.12

97.62

98.36

98.71

振型阶数

8

9

10

11

12

13

占比/%

0.30

0.04

0.39

0.13

0.34

0.08

累计/%

99.01

99.06

99.45

99.58

99.92

100.00
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质量比达到 100% 来选择实模态振型数，从而达到

更好的分析精度。

从计算耗时来看（耗时包括振型的读取和响应

量的计算耗时），考虑前 13 阶振型总耗时 25.63 s；考
虑全部振型（前 48 阶）总耗时 92.58 s。耗时主要发

生在实模态振型读取时，而谱矩的计算耗时分别为

0.21 和 0.96 s。取参与质量比达到 100% 时对应的

振型数进行工程分析，在确保分析精度的条件下可

显著提高分析效率。

3. 2　串联型惯容系统设置位置对结构减震效果的

影响

工程上利用惯容系统对结构减震是通过将惯容

系统设置在建筑结构的两楼层间来实施的。在层间

位移越大的楼层设置阻尼器，减震效果越好。为此，

提出在无控结构层间位移较大的楼层作为惯容系统

设置位置的优化策略，即首先获得无控结构层间位

移方差，然后在层间位移较大的楼层处或相邻楼层

设置惯容系统，以分析其减震效果。

图 15 给出了无控结构的层间位移及层间位移

限值线，发现结构的 1~11 层的层间位移均超过规

范限值［34］（限值为 H/550，H 为层高）。为此制定

3 种惯容阻尼器设置方案，方案 1：在 2 层和 6 层设

置；方案 2：在超限楼层中隔层设置，即第 2，4，6，8，
10 层设置，并在位移较大的 6，8 层设置 2 组阻尼器；

方案 3：在所有超限的楼层设置，即在第 1~11 层设

置并在位移较大的 6~8 层设置 2 组阻尼器。图 15
给出了 3 种串联型惯容系统设置方式下的层间

位移。

从图 15 中可知，方案 1 可显著降低阻尼器所在

楼层（2 和 6 层）的层间位移，其他楼层的层间位移也

会有所降低；方案 2 可有效降低所有惯容系统所在

楼层的层间位移，但对于无控结构层间位移较大的

7 层和 9 层，未能低于限值；方案 3 为在层间位移超

限的所有楼层处设置阻尼器，可显著降低所有楼层

的层间位移并低于限值。

以上分析说明，惯容系统可有效降低所在楼层

图 14 3 种工况下结构位移的 2 阶谱矩与全振型工况的对比

Fig. 14 Comparison of the 2-order spectral moment of 
structural displacement under three working 
conditions with full modal shape working condition

图 15 3 种串联型惯容系统设置方式下的层间位移

Fig. 15 Interlayer displacement for three kinds of setting 
modes of SIDs

图 12 3 种工况下结构位移的 0 阶谱矩与全振型工况的对比

Fig. 12 Comparison of the 0-order spectral moment of 
structural displacement under three working 
conditions with full modal shape working condition

图 13 3 种工况下结构位移的 1 阶谱矩与全振型工况的对比

Fig. 13 Comparison of the 1-order spectral moment of 
structural displacement under three working 
conditions with full modal shape working condition
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的层间位移，以降低层间位移为策略布置阻尼器，能

够以最经济的阻尼器布置数量达到抗震的目的。

4　结  论

本文研究了设置串联型惯容系统的建筑结构在

双过滤白噪声随机地震激励下的结构位移及惯容系

统出力等响应的简明封闭解，提出了耗能系统实用

分析法，结论如下：

（1）基于有限元技术对实际结构进行自由振动

分析，获得以阻尼比和自由振动圆频率表示的建筑

结构实模态等效动力方程，解决实际结构动力方程

阻尼和刚度不易获得的问题。

（2）运用响应功率谱密度二次分解法，建立惯

容‑高层结构耗能建筑体系相对于地面的绝对位

移、层间位移和惯容系统出力的随机地震动响应

0~2 阶谱矩的封闭解，所提方法可推广至线性结构

基于其他复杂平稳随机激励的随机响应分析中。

（3）大型复杂结构按多自由度结构进行地震动

响应分析时需要考虑多个振型的影响，建议选择自

由振动分析时振型参与质量比累计为 100% 时对应

的振型数，可获得稳定解，并具有较好的分析效率。

（4）以减少结构层间位移作为减震策略来进行

高层结构串联型惯容系统布置，能够以最经济的阻

尼器设置方案达到减震的目的。
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Practical analysis method for seismic reduction performance 
of multiple-degree-of-freedom structure with inerter
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Abstract:  A practical analysis method for inertia damper energy dissipation systems composed of building structures with inertia 
dampers is proposed， including of concise closed-form solutions for the random seismic response and a practical setting strategy for 
inertia dampers. Based on the mechanical structure diagram of the series inertial damper and installation method in buildings， the 
coupled seismic motion equation of the energy dissipation system is established. In response to the difficulty in solving the damping 
and stiffness parameters in the actual dynamic equations of structures， an equivalent form of the uncontrolled structure represented 
by real modal vibration parameters is obtained based on finite element technology and dynamic principles， and the dynamic equa‑
tion of the inertia damper energy dissipation system is reconstructed. Based on the quadratic decomposition method of the power 
spectral density function， closed-form solutions of the spectral moments of the building structure relative to ground displacement， 
interlayer displacement， and inertial damping force are derived. The correctness of the proposed concise closed form solution is veri‑
fied through numerical examples， and the influence of real mode number on the 0~2 spectral moment of series response and the in‑
fluence of floor position of inertia dampers on the seismic reduction effect of structures are studied. Results show that， using the 
number of actual vibration modes corresponding to the cumulative participation coefficient of 100% in the free vibration analysis of 
uncontrolled structures can achieve stable analysis accuracy and computational efficiency for the response analysis of multi-degree 
of-freedom energy dissipating structures， and to use reducing interlayer displacement of uncontrolled structures as the placement 
strategy for installation of inertial dampers is simple and feasible. This paper can provide a reference for the analysis of random 
ground motion response of complex building structure with series inertia capacity system.

Key words: series inertia damper（SID）；quadratic decomposition method；spectral moments；closed-form solution；practical 
analysis method
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