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P1波在非饱和土自由边界上反射的能量特性研究
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摘要: 基于多孔介质理论和连续介质波动理论，研究了非饱和半空间自由边界上平面 P1波反射时，各类反射波的振

幅反射以及能量反射特性。利用 Helmholtz 分解定理和具体的自由边界条件，得到了由平面 P1波斜入射产生的 4 种

反射波（反射 P1波、反射 P2波、反射 P3波和反射 S 波）的振幅反射系数及能量反射系数的解析表达式，并通过数值算

例分析了入射角度以及饱和度、频率和孔隙率等物理参数对能量特性的影响规律。结果表明：各反射波的振幅反射

系数及能量反射系数不仅受到入射角的影响，同时也随着饱和度的改变而发生显著变化；入射波能量主要由反射 P1

波和反射 S 波携带。
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引  言

弹性波在多孔介质（如天然土、岩石等）中的传

播问题一直是岩土工程、石油工程、海洋工程、声学、

地球物理学中重要的研究课题，已有研究表明，弹性

波在不同介质的交界面处垂直入射时会发生多次反

射、透射与绕射，而在斜入射条件下还会发生压缩波

（P 波）与剪切波（S 波）的波型转换［1‐2］。上述现象使

得交界面处的介质同时受到挤压和剪切作用，进而

会引发一系列工程问题。例如，地震作用下，弹性波

将在土层与空气分界处发生多次反射和透射现象，

从而导致地面建筑物倾斜、开裂，甚至倒塌。此外，

海底滑坡等自然灾害与弹性波在不同介质交界面处

的反射和透射行为密不可分［3］。因此，研究弹性波

在不同介质分界面处的反射与透射问题具有重要的

理论和现实意义。基于 Biot 双相多孔介质波动模

型［4］，对弹性波在饱和土中的反射与透射问题已经

有一系列的研究成果［5‐10］。近年来，周凤玺等［11］、周

来江等［12］、陆建飞等［13］、印兴耀等［14］和杨春等［15］针对

饱和多孔介质边界上弹性波的反射和透射问题，先

后从不同层面开展了相关的研究。

然而，在工程实践中经常遇到处于地下水位以

上的非饱和土，由于孔隙中气相和液相不同的物理

力学特性使得其波动行为明显有别于饱和土体，因

此弹性波在非饱和土中的传播特性研究显得十分重

要。文献［16‐18］基于连续介质力学的混合物理论

建立了非饱和多孔弹性介质的波动方程，通过数值

算例系统分析了非饱和多孔弹性介质中各类体波的

波速和衰减系数随饱和度、频率和渗透系数等物理

力学参数的变化规律。翟睿智等［19］通过考虑土颗粒

间的吸应力建立了一类非饱和土三相波动模型，且

基于 V‐G 模型得到了非饱和土中体波的波速和衰

减系数的解析表达式，并通过试验数据验证了其理

论分析结果的有效性。LIU 等［20］和 ZHOU 等［21］进

一步对非饱和土中弹性波的衰减特性进行了研究。

在此基础上文献［22‐26］研究了非饱和多孔介质中

不同界面上弹性波的反射与透射问题。

目前，关于弹性波在非饱和土中的传播特性研

究主要集中在波速、波衰减以及在不同分界面上反

射和透射过程中各种波引起的位移、应力等方面，

但对于能量分配的研究还不完善。本文研究了平

面 P1 波在非饱和土自由边界处反射时的能量变化

行为。本文在多孔介质理论和非饱和土力学框架

内对弹性波在非饱和半空间表面的反射及其能量

特性进行了理论分析，并且考虑到平面 P1波是体波

中传播速度最快、衰减最慢的波。因此，不失一般

性，文中仅对 P1波的振幅反射和能量反射特性进行

分析和讨论。
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1　非饱和土中体波的特征方程

非饱和土是由固相、液相和气相组成的三相多

孔介质，其动力学波动方程为［21］：

a11 ∇ (∇ ⋅ us)+ a12 ∇ (∇ ⋅ ūl)+ a13 ∇ (∇ ⋅ ūg)=
     ρl üs + ρl ǖl + ϑ l u̇̄l （1a）
a21 ∇ (∇ ⋅ us)+ a22 ∇ (∇ ⋅ ūl)+ a23 ∇ (∇ ⋅ ūg)=
         ρg üs + ρg ǖg + ϑg u̇̄g （1b）

μ∇2us + ( λ c + μ) ∇ (∇ ⋅ us)+ B 1 ∇ (∇ ⋅ ūl)+
      B 2 ∇ ( )∇ ⋅ ūg = ρüs + nS l ρl ǖl + nSg ρg ǖg （1c）

式中  μ 为剪切模量；n 为孔隙率；∇ 为 Hamilton 微

分算子；∇2 为 Cartesian 坐标系中的 Laplace 算子；ūl

和 ūg 分别为液相和气相相对于固体骨架的相对位

移 矢 量 ，可 以 表 示 为 ūl = nS l(ul - us)，ūg =
nSg (ug - us)，其中 us，ul 和 ug 分别表示固相、液相和

气相的位移矢量；S l 和 Sg 分别表示液相和气相的饱

和度；ρs，ρl 和 ρg 分别表示固相、液相和气相的密度，

非饱和土的总密度可表示为 ρ = ρ̄s + ρ̄l + ρ̄g，其中

固 相 、液 相 和 气 相 的 表 观 密 度 分 别 为

ρ̄s = (1 - n) ρs，ρ̄l = nS l ρl 和 ρ̄g = nSg ρg；系 数 a11，

a12，a13，a21，a22，a23，ϑ l，ϑg，B 1，B 2 和 λ c 的具体表达式

见附录 A。

为便于分析，引入固‒液‒气三相介质位移矢量

的 Helmholtz势函数分解形式：

us = ∇ψ s + ∇ × H s （2a）
ūl = ∇ψ l + ∇ × H l （2b）
ūg = ∇ψ g + ∇ × H g （2c）

式中  ψ s，ψ l 和 ψ g 分别为固体骨架、孔隙水和孔隙气

体的标量势函数；H s，H l 和 H g 分别为固体骨架、孔

隙水和孔隙气体的矢量势函数。

将式（2a）~（2c）代入式（1a）~（1c），则波动方程

表示如下：

a11 ∇2 ψ s + a12 ∇2 ψ l + a13 ∇2 ψ g =
ρl ψ̈ s + ρl ψ̈ l + ϑ l ψ̇ l （3a）
a21 ∇2 ψ s + a22 ∇2 ψ l + a23 ∇2 ψ g =
ρg ψ̈ s + ρg ψ̈ g + ϑg ψ̇ g （3b）

( λ c + 2μ) ∇2 ψ s + B 1 ∇2 ψ l + B 2 ∇2 ψ g =
ρψ̈ s + nS l ρl ψ̈ l + nSg ρg ψ̈ g （3c）

ρl Ḧ s + ρl Ḧ l + ϑ l Ḣ l = 0 （3d）
ρg Ḧ s + ρg Ḧ g + ϑg Ḣ g = 0 （3e）

ρḦ s + nS l ρl Ḧ l + nSg ρg Ḧ g = μ∇2H s （3f）
式（3a）~（3f）的一般解可假设为以下形式：

ψα = A α exp [ i (kP x- ωt ) ]，α = s，l，g （4a）

H α = B α exp [ i (kS x- ωt ) ]，α = s，l，g （4b）

式中  i = -1 为虚数单位；ω = 2πf 表示角频率，

其中 f 表示频率。A α 和 B α 为对应势函数的振幅；kP

和 kS 分别表示压缩波和剪切波的复波数。

将式（4）代入式（3），并对方程两端进行散度和

旋度运算，得到非饱和多孔弹性介质中体波的特征

方程如下：
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式（5a）表示压缩波的特征方程，式（5b）表示剪

切波的特征方程，两个方程中的元素详见附录 B。

通过式（5a）可解出 6 个复波数 kP = Re ( kP )+
i Im ( kP )，式（5b）可解出 2 个复波数 kS = Re ( kS )+
i Im ( kS )，其中 Re 和 Im 分别为实部和虚部，Re 反映

常规波数，Im 反映波的衰减特性。由于波的振幅沿

着 波 传 播 的 方 向 衰 减 ，所 以 Im ( kP )> 0，
Im ( kS )> 0。这意味着 kP 只有 3 个有意义的复根，

即为 3 类压缩波（按照波速由大到小的顺序分别记

为 P1波、P2波和 P3波）的复波数，压缩 P 波的波速和

衰减系数分别为 vP = ω Re ( )kP 和 Q P = Im (kP)。同

样，kS 只有 1 个有意义的复根，即为剪切 S 波的复波

数 ，其 波 速 和 衰 减 系 数 分 别 为 vS = ω Re ( )kS 和

Q S = Im (kS)。

2　P1波自由边界上的反射

2. 1　弹性波的势方程

不失一般性，考虑非饱和土中有一频率为 ω 的

平面 P1波以任意角度 α in
P1 入射至非饱和土半空间自

由表面，在边界处将产生反射 P1波、反射 P2波、反射

P3波和反射 S 波共 4 种反射波，如图 1 所示。

图 1 非饱和土边界平面 P1波的反射示意图

Fig. 1 Schematic reflection diagram of the plane P1 wave of 
the unsaturated soil boundary
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此时，入射波和各反射波的势函数可以分别表

示为：

入射 P1波：

ψ in
αP1 = A in

αP1 exp [ ikP1( l in
P1 x - n in

P1 z - vP1 t ) ] （6）

式中  ψ in
αP1(α = s，l，g)表示入射 P1 波引起的 α 相位

移的标量势函数；kP1 和 vP1 分别表示 P1波的复波数和

波速；l in
P1 = sin α in

P1 和 n in
p1 = cos α in

p1 分别表示入射 P1 波

在 x 方向和 z方向上的矢量值。

反射 P 波（包括反射 P1波、P2波、P3波）：

ψ re
α = A re

αP1 exp [ ikP1( l re
P1 x + n re

P1 z - vP1 t ) ]+

A re
αP2 exp [ ]ikP2 ( )l re

P2 x + n re
P2 z - vP2 t +

A re
αP3 exp [ ]ikP3( )l re

P3 x + n re
P3 z - vP3 t （7）

式中  kP1，kP2 和 kP3 分别表示反射 P1波、反射 P2波和

反射 P3 波的复波数；vP1，vP2 和 vP3 分别表示反射 P1

波、反射 P2 波和反射 P3 波的波速；l re
P1 = sin α re

P1，n re
P1 =

cos α re
P1；l re

P2 = sin α re
P2，n re

P2 = cos α re
P2；l re

P3 = sin α re
P3，n re

P3 =
cos α re

P3 分别表示反射 P1 波、反射 P2 波和反射 P3 波在

x 方向和 z方向上的矢量值。

反射 S 波：

H re
α = B re

α exp [ ikS ( l re
S x + n re

S z - vS t ) ] （8）

式中  H re
α (α = s，l，g)表示反射 S 波的位移矢量势

函数；kS 和 vS 分别表示 S 波的复波数和波速；l re
S =

sin α re
S ，n re

S = cos α re
S 分别表示反射 S 波在 x 方向和 z

方向上的矢量值。

从式（5a）和（5b）以及非饱和多孔介质的波动方

程可得如下各势函数幅值的关系为：

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

δ re
lP i

= A re
lP i

A re
sP i

= b11 b23 - b13 b21

b13 b22 - b12 b23
 

δ re
gP i

= A re
gP i

A re
sP i

= b12 b21 - b11 b22

b13 b22 - b12 b23

；i = 1，2，3 （9a）

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

δ re
lS = B re

l

B re
s

= c11 c23 - c13 c21

c13 c22 - c12 c23
 

δ re
gS = B re

g

B re
s

= c12 c21 - c11 c22

c13 c22 - c12 c23

（9b）

2. 2　反射波的振幅比

考虑非饱和土自由表面处的边界条件如下：

σzz | z = 0 = 0，σxz | z = 0 = 0，p l | z = 0 = 0，pg | z = 0 = 0   （10）
式中  σzz 为法向应力；σxz 为剪切应力；p l 和 pg 分别

为孔隙液体压力和孔隙气体压力。

根据位移矢量的 Helmholtz 分解，可以得到应

力‒位移势之间的关系，将势方程代入式（10）后可以

得到：

σzz = B 11 ∇2 ψ s + 2μ ( ∂2 ψ s

∂z2 + ∂2H s

∂x∂z )+

           B 12 ∇2 ψ l + B 13 ∇2 ψg （11a）

σxz = μ
é

ë

ê
êê
ê∇2H s + 2 ( ∂2 ψ s

∂x∂z
- ∂2H s

∂z2 ) ùûúúúú （11b）

p l = -B 21 ∇2 ψ s - B 22 ∇2 ψ l - B 23 ∇2 ψ g （11c）
pg = -B 31 ∇2 ψ s - B 32 ∇2 ψ l - B 33 ∇2 ψ g （11d）

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

u s
x = ∂ψ s

∂x
- ∂H s

∂z

u s
z = ∂ψ s

∂z
+ ∂H s

∂x

（11e）

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

ū l
x = ∂ψ l

∂x
- ∂H l

∂z

ū l
z = ∂ψ l

∂z
+ ∂H l

∂x

（11f）

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

ūg
x = ∂ψ g

∂x
- ∂H g

∂z

ūg
z = ∂ψ g

∂z
+ ∂H g

∂x

（11g）

将 式（6）~（8）代 入 式（11）并 结 合 边 界 条

件（10），考虑对于任意的 x 和 t 都成立，则要求指数

函数中 x 和 t前面的系数恒相等，可以得到：

k in
P1 v

in
P1 = k re

P i
v re

P i
= k re

S v re
S；i = 1，2，3 （12）

考虑 x 前面的系数相等，有：

ì
í
î

α in
P1 = α re

P i

k in
P1 l

in
P1 = k re

P i
l re

P i
= k re

S l re
S
；i = 1，2，3 （13）

通 过 式（12）和（13）可 以 得 到 弹 性 波 的 传 播

Snell定理：

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

kP1 kP2 = vP2 vP1 = sin α re
P2 sin α in

P1

kP1 kP3 = vP3 vP1 = sin α re
P3 sin α in

P1

kP1 kS = vS vP1 = sin α re
S sin α in

P1

（14）

将式（6）~（8）代入式（10），并且考虑 Snell 定
理（14），可以得到矩阵形式的位移势振幅之间的关

系式：

F [ ]A re
sP1    A re

sP2    A re
sP3    B re

s
T

= A in
sP1G （15）

式中  矩阵 F和G中的各元素详见附录 C。

假 设 入 射 波 的 固 相 位 移 幅 值 A in
sP1 = 1，则

[ ]A re
sP1    A re

sP2    A re
sP3    B re

s 中的系数分别表示自由界面

上 4 种反射波的振幅反射系数：

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

n re
P1 = A re

sP1

A in
sP1

，n re
P2 = A re

sP2

A in
sP1

n re
P3 = A re

sP3

A in
sP1

，n re
S = B re

s

A in
sP1

（16）

式中  n re
P1，n re

P2，n re
P3，n re

S 分别表示反射 P1波、反射 P2波、

反射 P3波和反射 S 波的振幅反射系数。
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2. 3　反射波的能量比

为了验证上述推导出的振幅反射系数的正确

性，可以利用所得到的振幅反射系数来计算每个反

射波所携带的能量通量，然后根据是否满足能量守

恒来判断其正确性。根据文献［17，27］的研究，经过

非饱和土表面的能量通量可以通过表面牵引力和单

位面积的粒子速度的标量积来表示。因此，在与 z
方向垂直的表面上入射波和反射波的平均能量强度

可以表示为：

E = 1
2 Re (σzz u̇ s

z + σxz u̇ s
x - p l u̇ l

z - pg u̇g
z ) （17）

通过进一步展开以上方程，入射波和各反射波

的能量通量可以写成如下形式：

E in
P1 =

1
2 Re (σ iP1

zz u̇ iP1
zs + σ iP1

xz u̇ iP1
xs - p iP1

l u̇ iP1
zl - p iP1

g u̇ iP1
zg )   （18a）

E re
P1 = 1

2 Re (σ rP1
zz u̇ rP1

zs + σ rP1
xz u̇ rP1

xs - p rP1
l u̇ rP1

zl - p rP1
g u̇ rP1

zg )
（18b）

E re
P2 = 1

2 Re (σ rP2
zz u̇ rP2

zs + σ rP2
xz u̇ rP2

xs - p rP2
l u̇ rP2

zl - p rP2
g u̇ rP2

zg )
（18c）

E re
P3 = 1

2 Re (σ rP3
zz u̇ rP3

zs + σ rP3
xz u̇ rP3

xs - p rP3
l u̇ rP3

zl - p rP3
g u̇ rP3

zg )
（18d）

E re
S = 1

2 Re (σ rS
zz u̇ rS

zs + σ rS1
xz u̇ rS

xs - p rS
l u̇ rS

zl - p rS
g u̇ rS

zg)  （18e）

以上方程中的符号表达式详见附录 D。

将各反射波的能量通量分别除以入射 P1 波的

能量通量，即可得出该波的能量比例系数（即能量反

射比），从而得到入射波携带的能量在分界面处的分

配情况。
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|| E re
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= ( n re
P1 )2

e re
P2 =

|| E re
P2

|| E in
P1

= k 3
P2 n

re
P2

k 3
P1 n

in
P1

( n re
P2 )2

e re
P3 =

|| E re
P3

|| E in
P1

= k 3
P3 n

re
P3

k 3
P1 n

in
P1

( n re
P3 )2

e re
S =

|| E re
S

|| E in
P1

=
k 3

S n re
S μ [ ]3( l re

S )2 -( n re
S )2

k 3
P1 n

in
P1 ξ iP1

( n re
S )2

  （19）

式中  e re
P1，e re

P2，e re
P3，e re

S 分别表示反射 P1波、反射 P2波、

反射 P3 波和反射 S 波的能量反射系数；ξ iP1 = λ c +
2μ +( B 1 + a11 + a12 δ re

lP1 + a13 δ re
gP1 ) δ re

lP1 +(B 2 + a21 +
a22 δ re

lP1 + a23 δ re
gP1）δ re

gP1。

由于入射波所携带的能量在反射过程中不消

散［16］。因此根据能量守恒，在界面 z = 0 处的每个反

射波的能量比满足以下公式：

e sum = e re
P1 + e re

P2 + e re
P3 + e re

S = 1 （20）
式中  e sum 表示所有反射波的能量反射系数之和。

3　数值计算与分析

3. 1　验  证

为了验证上述理论结果的正确性，通过求解本

文 P 波和 S 波的特征方程而得出 4 种体波的波速，与

文献［28］中所得的结果进行了对比，由于在 4 种波

形的体波中，P2波和 P3波的波速很慢且衰减快，故不

予讨论。在验证计算中取与上述文献相同的物理参

数，非饱和土的物理参数如表 1［28］所示。图 2 给出了

本文解与文献解的对比图，从图中可以看出二者的

计算结果基本一致，说明本文研究的正确性。随后

通过数值计算，分析讨论了平面 P1 波的入射角度、

饱和度、频率和孔隙率等物理参数对各反射波振幅

反射系数和能量反射系数的影响。

表 1 土体材料的物理参数

Tab. 1 Physical parameters of the soil material

参数名称

孔隙率

土颗粒密度

液体密度

气体密度

液体体积模量

气体体积模量

骨架体积模量

Lame 常数

剪切模量

固有渗透率

液体动力黏滞系数

气体动力黏滞系数

V-G 模型参数

参数符号/单位

n

ρs/(kg·m-3)
ρl/(kg·m-3)
ρg/(kg·m-3)

K w/GPa
Kg/MPa
Kb/GPa
λ/GPa
μ/GPa
kint/ m2

μ l/[kg·(m·s)-1]
μg/[kg·(m·s)-1]

αvg/Pa-1

m vg

数值

0.23
3060
1000
1.3

2.25
0.11
1.02
4.4
2.8

1×1010

1×10-3

1.8×10-5

1×10-4

0.5

图 2 本文解与文献解的对比验证

Fig. 2 Comparison between present work and reference 
solution
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图 3~8 分别给出了在不同饱和度、频率和孔隙

率条件下振幅反射系数和能量反射系数随入射角变

化的情况。图 3~8 中各反射波随着不同参数变化

的曲线表示为左右两图：左图为各反射波对应反射

系数在所考虑的物理参数范围内均匀变化的曲线；

右图为取其中三个数值时的曲线。从各图中可以看

出振幅系数和能量系数的大小随着 P1 波入射角度

变化而发生变化，并且当 P1波垂直射在自由界面时

（入射角度为 0°），无反射 P2波、反射 P3波、反射 S 波，

只存在反射 P1 波。同样，当 P1 波掠入射时（入射角

度为 90°），也只存在反射 P1波。

3. 2　饱和度的影响

图 3（a）~（d）分别表示在非饱和土半空间自由

表面产生的 4 种反射波的位移势振幅反射系数与入

射角和饱和度之间的变化关系。本文中考虑孔隙率

为 0.23，频率 f=500 Hz 的情况，该频率处于工程地

震勘探常用的频谱范围内［28］。需要说明的是，本文

并未考虑孔隙尺寸效应对于弹性波反射的影响，这

主要是由于：多项研究表明，虽然在频率较高时孔隙

尺寸效应对弹性波的传播具有一定影响，但在本文

频率取值条件下（f=500 Hz），尽管孔隙尺寸效应对

于多孔介质的位移和应力会产生一定影响，但相对

较小［29‐33］；此外，本文目标旨在重点研究 P1波在反射

和透射过程中的能量分配特性。鉴于上述原因，本

文对孔隙尺寸效应的影响不作重点讨论。由图 3
（a）~（d）可见，入射角度和饱和度的变化对各反射

波的振幅影响较大。对于反射 P1波，其振幅随着入

射 P1波的角度增大先减小，当入射角在 65°附近时达

到最小值，然后随着入射角增加而增加。当土体接

近完全饱和（饱和度接近 1）时，反射 P1 波的振幅有

明显的增大趋势。反射 P2 波的振幅随入射 P1 波入

射角的增加呈先增大后减小的趋势。类似反射 P1

波，当饱和度接近 1 时，反射 P2 波振幅迅速增大，但

量级较反射 P1 波要小很多。这说明当土体接近完

全饱和时，反射 P2 波受饱和度的影响才比较明显。

对于反射 P3 波，当土体为完全水饱和（饱和度为 1）
或完全气饱和（饱和度为 0）时，反射 P3 波将消失。

这是因为 P3 波的出现是由于土介质中气体与液体

间压力差的存在［5‐7］，当饱和度为 1 或 0 时，压力差消

失，此时反射 P3波也随之消失。与反射 P1波变化趋

势相反，当土体接近完全饱和时，反射 S 波幅值迅速

降低，当入射角接近 90°时，反射 S 波振幅反射系数

接近 0。
图 4（a）~（d）分别表示 4 种反射波的能量反射

系数与入射角和饱和度之间的变化关系。从图 4
（a）~（d）看出，饱和度变化对各反射波能量分配情

况的影响较明显，且反射 P1波和反射 S 波携带了绝

大部分的反射波能量。数值计算结果验证，在任何

情况下 4 种反射波的能量反射系数之和恒等于 1，这
说明整个反射过程中没有发生能量的耗散。另外，

从式（19）可以看出弹性波的传播能量与其振幅的二

次方有一定的比例关系，故图 4 中各反射波能量比

的变化趋势和图 3 中振幅比变化趋势类似。当饱和

度较高，即接近饱和时，其各反射波的能量都会发生

显著变化。

图 3 各反射波振幅反射系数随入射角和饱和度的变化

Fig. 3 The reflection coefficient of each reflected wave 
amplitude varies with the angle of incidence and 
saturation
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3. 3　频率的影响

为了研究入射 P1 波的频率对各反射波的振幅

比和能量比的影响，考虑土体孔隙率为 0.23，饱和度

为 0.6，且其他的物理参数保持不变。图 5（a）~（d）
分别给出了频率在 0~1000 Hz 范围变化时各反射

波的振幅反射系数随入射角的变化曲线。从图 5
（a）~（d）可以看出，频率变化不会引起反射 P1 波和

反射 S 波位移势振幅反射系数的变化。而对于反射

P2波和反射 P3波，当频率较小时频率变化不会引起

其位移势振幅系数的变化，当频率接近 103 Hz 时振

幅反射系数将随着频率的增加而增加。

图 6（a）~（d）分别给出了 4 种反射波的能量反

射系数与入射角和频率之间的变化关系。比较图 5
和 6，能量比的变化趋势与其振幅比的趋势相似，反

射 P1和反射 S 波的能量反射系数在本文考虑的频率

范围内不会发生变化。而对于反射 P2 波和反射 P3

波而言，当频率接近 103 Hz 时，频率越高，其能量反

射系数也越大。另外，数值计算结果验证，在任意的

入射角和频率条件下 4 种反射波的能量反射系数之

和恒等于 1，也说明在整个反射过程中没有发生能

量耗散。

图 4 各反射波能量反射系数随入射角和饱和度的变化

Fig. 4 The energy reflection coefficient of each reflected wave 
varies with the angle of incidence and the saturation

图 5 各反射波振幅反射系数随入射角和频率的变化

Fig. 5 The reflection coefficient of each reflected wave 
amplitude varies with the incidence angle and frequency
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3. 4　孔隙率的影响

为了分析非饱和土的孔隙率对各反射波的位移

势函数振幅反射系数的影响，取土体饱和度为 0.6，
频率仍为 500 Hz，孔隙率在 0.1~0.5 范围内变化时，

图 7（a）~（d）绘出了各反射波的振幅反射系数与入

射角和孔隙率之间的关系曲线。由图 7（a）~（d）可

以看出，孔隙率变化对反射 P1波和反射 S 波的振幅

比没有影响，而对于反射 P2 波和反射 P3 波，振幅反

射系数随着土体孔隙率的增大而减小。并且当孔隙

率较小时，入射角对反射 P2波和反射 P3波的振幅反

射系数的影响越大；随着孔隙率增大，入射角对其振

幅反射系数的影响很小。

图 8（a）~（d）分别给出了 4 种反射波的能量反

射系数与入射角和孔隙率之间的变化关系。由图可

以看出，能量比的变化趋势与图 7 所示振幅比的变

化趋势相似，反射 P1波和反射 S 波的能量反射系数

不受孔隙率变化的影响。而对于反射 P2 波和反射

P3波，能量反射系数随着土体孔隙率的增大而减小。

并且当孔隙率较小时，入射角对反射 P2波和反射 P3

图 6 各反射波能量反射系数随入射角和频率的变化

Fig. 6 The energy reflection coefficient of each reflected 
wave varies with the incidence angle and frequency

图 7 各反射波振幅反射系数随入射角和孔隙率的变化

Fig. 7 The reflection coefficient of each reflected wave 
amplitude varies with the incidence angle and porosity
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波的能量反射系数的影响较大；当孔隙率较大时，能

量反射系数几乎不受入射角变化的影响。同样，在

任意的入射角和孔隙率条件下 4 种反射波的能量反

射系数之和恒等于 1，验证了反射过程中的能量

守恒。

不同饱和度、频率和孔隙率下，P1波和 S 波的曲

线均重合。这是因为土体在接近饱和之前对反射系

数没有影响，当土体接近饱和时反射系数才发生变

化；本文研究频率对各反射波反射系数的影响时取

值为 0~1000 Hz，这个频率范围相对较小，在此范围

内对反射系数基本没有影响；而孔隙率的增大本质

上会导致土体中流体（包括水和气体）体积的增大，

流体体积的增大会使 P2 波和 P3 波的反射系数发生

变化，这是因为 P2波是由水的存在产生的，P3波是由

于水和气体的相互作用产生的，但对 P1波和 S 波几

乎没有影响。综上所述，本文所考虑的饱和度、频率

和孔隙率条件下，对反射 P1波和 S 波的反射系数几

乎没有影响，所以二者的曲线比较相似。

4　结  论

考虑非饱和土中平面 P1 波以任意角度入射至

半空间自由表面时，以 P1 波为例讨论了土体饱和

度、入射频率、孔隙率和入射角度对 4 种反射波振幅

和能量分配比例的影响。通过理论推导给出振幅反

射系数和能量反射系数的理论表达式，并在此基础

上进行了数值分析。主要得出以下结论：

（1） 入射角对各反射波影响较大，当 P1 波垂直

入射在自由表面（入射角度为 0°）时，只存在反射 P1

波；当 P1波掠入射（入射角度为 90°）时，也只存在反

射 P1波。

（2） 各反射波的振幅比和能量比随着饱和度和

频率的增大而增大，随着孔隙率的增大而减小。

（3） 饱和度、频率和孔隙率的变化不仅对各反

射波的振幅影响较大，还将显著影响到入射 P1波的

能量分配。通过对数值结果之间的比较表明，振幅

和能量的反射系数对饱和度的变化更加敏感（相对

频率和孔隙率变化而言）。
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Study of the energetic properties of P1 wave reflected 
on the free boundary of unsaturated soil

ZHOU Feng-xi1，2， YAO Tao-qi1， LIU Hong-bo3
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Abstract: Based on the porous medium theory and the continuum medium fluctuation theory， this paper studies the amplitude re‐
flection and energy reflection properties of the plane P1 wave reflection on the unsaturated semi-space free boundary. Using Helm‐
holtz decomposition theorem and specific free boundary conditions， the analytical expressions of the amplitude reflection coefficient 
and energy reflection coefficient of four types of reflected waves （reflection P1 wave， reflection P2 wave， reflection P3 wave， and re‐
flection S wave） generated by the plane P1 wave are obtained， and the effects of incidence and saturation， frequency and porosity 
on energetic properties is analyzed. The results show that the amplitude reflection coefficient and energy reflection coefficient not 
only are affected by the angle of incidence， but also have significantly changed with the change of saturation， and the reflected P1 
wave and reflected S wave carry the vast majority of the incident wave energy.

Key words: unsaturated soil；plane P1-wave；wave reflection；reflection coefficient；energy distribution
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附录 A
式（1）中系数的具体形式：
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a11 = A 13 A 22 - A 12 A 23

A 11 A 22 - A 12 A 21
，a12 = A 14 A 22

A 11 A 22 - A 12 A 21

a13 = - A 12 A 24

A 11 A 22 - A 12 A 21
，a21 = A 13 A 21 - A 11 A 23

A 12 A 21 - A 11 A 22

a22 = A 14 A 21

A 12 A 21 - A 11 A 22
，a23 = - A 11 A 24

A 12 A 21 - A 11 A 22

（A1）

ϑ l = nS l

K l
， ϑg = nSg

K g
（A2）
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B 1 = βS e a12 + β (1 - S e) a22， B 2 = βS e a13 + β (1 - S e) a23 （A3）
λ c = λ + βS e a11 + β (1 - S e) a21 （A4）

其中：
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ï
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ï
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A 11 = ξSww S l +
nS l

K w - n
∂S l

∂p c
，A 12 = ξSgg S l + n

∂S l

∂p c

A 13 = βS l，A 14 = nS l，A 21 = ξSww Sg + n
∂S l

∂p c

A 22 = ξSgg Sg + nSg

K g - n
∂S l

∂p c
，A 23 = βSg，A 24 = nSg

（A5）

β = 1 - K b K s （A6）
S e = ( )S l - S l

res ( )S l
sat - S l

res （A7）
K l = k l

r μ l，K g = k g
r μg （A8）

k l
r = S e [1 - (1 - S1 m

e ) m ] 2
，k g

r = 1 - S e (1 - S1 m
e ) 2m

（A9）

式中  χ，m 和 d 为 V‐G 模型的材料参数；S e 为孔隙液体的有效饱和度，其中 S l
res 和 S l

sat 分别表示残余饱和度和

完全饱和度，本文考虑 S l
sat = 1；其他符号分别为 ξ = ( )β - n K s；p c = (1 χ ) ρ s + (S e

-1 m - 1) 1 d
；Sww = S e +

p c  [ ]( S l
sat - S l

res ) A s ；Sgg = (1 - S e)- p c  [ ]( S l
sat - S l

res ) A s ；A s = χmd (S l
sat - S l

res) S e
( )m + 1 m (S-1 m

e - 1) ( )d - 1 d
。

附录 B
式（5a）和（5b）中元素的具体形式：
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b11 = ρl ω2 - a11 k 2
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P

b23 = ρg ω2 + ϑg iω - a23 k 2
P
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b32 = nS l ρl ω2 - B 1 k 2
P，b33 = nSg ρg ω2 - B 2 k 2

P

（B1）
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c11 = ρl ω2，c12 = ρl ω2 + ϑ l iω，c13 = 0
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c31 = ρω2 - μk 2

S，c32 = nS1 ρl ω2，c33 = nSg ρg ω2

（B2）

附录C
式（15）中矩阵 F和G中的各元素的具体形式：
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附录D
式（18a）~（18e）中各元素的具体形式：
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