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线性矩法在分布未知条件下的随机结构抗震
可靠度分析
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摘要: 在工程结构领域，由于数据不足，结构参数的分布通常未知，这成为结构可靠性分析中常见而复杂的挑战。在结构参数

分布未知的情况下，本文提出了随机结构抗震可靠度分析的线性矩法。构造了仅由两个基本随机变量描述的随机动力系统：

（1）基于结构随机参数的前四阶线性矩，借助标准正态分布随机变量的随机函数表达，将结构参数的随机变量表示为仅有一个

基本随机变量的一元三次多项式；（2）利用一个基本随机变量的随机函数⁃谱表示模型描述非平稳地震动过程。在此基础上，

根据数论方法确定两个基本随机变量的代表点集，进行时程分析并计算结构响应极值，进而计算确定界限下功能函数的样本

及其线性矩；利用功能函数的前四阶线性矩求解三次多项式转换系数；并根据一元三次方程根的求解，建立基于线性矩的结构

抗震可靠指标表达式。以结构参数分布未知的非线性单自由度为例说明了本文方法的应用，同时与 Monte Carlo 模拟结果对

比，验证了本文方法的精确性。
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Seismic reliability analysis of random structures using linear moments 
method under unknown distributions conditions
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Abstract: In the realm of engineering structures， the distribution of structural parameters often remains uncertain due to a lack of 
sufficient data， presenting a common and intricate challenge in structural reliability analysis. This paper presents a novel linear mo⁃
ment method for assessing the seismic reliability of random structures with unknown distributions. A random dynamic system is 
constructed using only two basic random variables： （1） the first four-order linear moments derived from the structural random pa⁃
rameters， expressed as a univariate cubic polynomial with a random function involving standard normal random variables； （2） A 
random function-spectral representation model is utilized to describe the non-stationary seismic ground motion. On this basis， repre⁃
sentative point sets for the two basic random variables are determined using number-theoretical methods. Through time-domain 
analysis， extreme structural responses are computed to evaluate the samples of the performance function and its linear moments 
within the specified limit state. The seismic reliability index derived from linear moments is established by solving the univariate cu⁃
bic equation roots. To demonstrate the proposed method’s applicability， a nonlinear single-degree-of-freedom system with un⁃
known parameter distributions is analyzed， and its effectiveness is verified by comparing the results with those obtained using Mon⁃
te Carlo simulation.
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地震作用具有破坏性与强烈的随机性，使得工

程结构在使用期间可能会受到地震影响。与此同

时，结构系统本身的参数（如质量、弹性模量、泊松

比、刚度等）也具有不确定性或随机性。因此，进行
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随机结构参数的抗震可靠度分析对于评估结构性能

和确保结构的安全至关重要。寻求高效准确的随机

结构抗震可靠度分析方法对于工程结构的安全可靠

性评估，提升抗震性能以及减少地震灾害对社会造

成的影响具有重要意义。

目前，对于随机结构的分析主要采用随机模拟

方法、随机摄动方法和正交展开理论等［1］。随机模

拟方法如 Monte Carlo 模拟（MCS）方法，拉丁超立

方抽样 LHS 方法［2］等，虽然适用范围广泛，但计算

量较大；随机摄动方法或正交展开理论则属于数值

计算方法。随机摄动方法仅适用于参数变异系数较

小的情况；而正交展开理论在求线性结构动力响应

时具有较高的精度，但在基函数的选择上存在一些

限制，且不能保证收敛性，因此在非线性随机结构的

计算精度方面仍有待提高。

在结构抗震可靠度分析方面，首次超越作为结构

动力可靠度分析的一种重要失效机制受到众多学者

的关注。其中涵盖了离散化的 Chapman⁃Kolmogorov
方程方法［3］、随机平均法［4］、反向 Kolmogorov 方程［5］

以及极值分布方法［6］。概率密度演化方法［7⁃8］作为一

种广泛使用且有效的基于极值分布的方法，在随机

结构动力系统的可靠度问题上具有重要意义。该方

法的思路在于将输入（如地震动模型）与结构随机参

数（如质量、弹性模量、泊松比、刚度等）建立在一个

随机动力系统中，利用在随机系统选点的方法解决

首次超越等动力可靠度问题。这为随机结构动力系

统解决动力可靠度问题提供了良好的计算框架。近

年来，针对随机输入与随机结构的复合可靠度问题，

研究者们也试图从条件概率的角度求解随机结构的

动力可靠性问题。如杨杰等［9］基于动力响应跨越过

程的 Markov 假设，建立了二阶近似表达式以及基于

Kriging 模型的数值抽样法。为了解决传统方法在

动力响应求解效率与可靠性分析的精度上的不足，

基于机器学习建立代理模型，研究了随机结构的动

力可靠度问题［10］。相对于响应的概率密度函数，结

构响应的统计矩较易获取，从矩的角度（如一次二阶

矩法［11］等）进行随机变量的描述并进行随机结构可

靠度分析方面的研究也获得了进展。王涛等［12］基于

扩展型共轭无迹变换建立了低维与高维的随机系

统。尽管对于随机结构问题，研究者们进行了大量

的研究，但在复合随机动力可靠度分析的效率与精

度平衡上仍有待进一步深入。当然，值得指出的是，

MCS 方法在理论上能够解决任何动力可靠度问题，

但在实际工程中计算成本较高，尤其是在实际的非

线性结构分析中可能会出现维度灾难的问题。因

此，通常将 MCS 用作其他方法的校验手段。

为了高效地进行结构随机地震响应分析，寻求

高效的地震动输入模型至关重要。通常情况下，地

震动输入模型的模拟是基于随机过程理论进行研究

的。且往往涉及成百上千的随机变量，因此随机变

量的个数或数学模型的维数直接影响地震动合成效

率，进而影响随机地震响应分析的效率。基于随机

过程理论，SHINOZUKA 等［13］提出的谱表示模型因

其简单直观、数学基础严密、精确度高等优点，在结

构随机地震响应分析中被广泛使用。然而，该模型

需要对上百个随机变量进行模拟，极大地增加了实

际工程问题分析的难度。为了减少随机变量模拟个

数以及提高模拟效率等，陈建兵等［14］提出了随机过

程谐和函数表达式，采用少量的项数就可以获得精

确的功率谱函数；LIU 等［15］采用随机函数思想构造

1~2 个基本随机变量的随机函数形式，对随机地震

动进行模拟。以上研究为结构随机地震响应的高效

分析提供了便利。

此外，随机结构分析时往往假设为某一确定分

布，然而在实际工程中由于统计数据不足，难以获

得结构参数的分布，但较易根据已有的数据统计出

参数的前几阶统计矩如中心矩［16］、线性矩［17］。因

此，在仅有样本数据的情况下，通过计算统计矩来

拟合分布，为分布未知情况下的可靠度分析带来

了新的解决思路。对于拟合分布问题，基于高阶

统计矩的立方正态变换使用随机变量前四阶中心

矩来近似分布，这一方法得到了广泛的应用。例

如，Fisher⁃Cornish 模型［18］、Hermite 矩模型［19］，四矩

标准化函数［20⁃21］、统一的 Hermite 多项式模型［22］等。

由于高阶中心矩对于尾部特征有很强的敏感性，在

实际工程中，实验数据和实地测量的数据较为有限，

因而高阶的中心矩存在较大的不确定性［23］。值得指

出的是，在较小的样本规模下线性矩比中心矩更稳

健［17， 23］，因此基于线性矩的正态变换也得到了一定

的关注［24］。尽管线性矩法在不偏性和稳健性方面的

优势在评估暴雨和洪水资料序列的极值中得到了广

泛应用［25⁃26］，但其在结构抗震可靠度分析方面的研

究还不够深入。从统计矩代替分布函数进行概率分

析的观点看来，在较小样本规模下，与中心矩相比，

使用线性矩显得尤为重要。基于此，本文试图利用

线性矩的正态变换模型，从失效概率与可靠指标的

定义出发，建立基于线性矩的结构可靠指标，以实现

随机结构的抗震可靠度分析。

本文首先介绍了线性矩的计算及基于线性矩的

三次多项式转换。接着提出了一种基于线性矩的随
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机结构抗震可靠度分析方法，并建立了基于线性矩

的可靠性指标表达式。该方法将随机函数⁃谱表示

模型作为输入，基于线性矩的三次多项式转换建立

结构参数分布未知的随机变量，进而将两个基本随

机变量集合在一个随机动力系统中。利用两个基本

随机变量以及数论选点方法进行非线性时程分析，

从而计算结构响应的极值。最后以单自由度非线性

结构为例对本文提出的方法进行了说明，给出了详

细的计算过程与计算结果，同时利用 MCS 方法验证

了本文方法的精确性。

1　线性矩的计算

1. 1　概率分布的线性矩

线性矩由 HOSKING［23］提出，定义为概率权重

矩的线性组合。对于已知概率分布的连续随机变量

X，其累积分布函数和逆函数分别表示为 F（X）和

X（F）。因此，随机变量 X的概率权重矩表示为：

βr(X )=∫
0

1

X ( F ) [ ]F ( )X r
dF ( )X （1）

式中，r=0，1，2，…为概率权重矩的阶数。那么，随

机变量 X的第 r阶线性矩表示为：

λr+ 1 (X )= ∑
i= 0

r

pr，i β i( )X （2）

式中，βi（X）（i=0，1，2，…）为根据式（1）获得的概率

权重矩，pr，i表示为：

pr，i =
( )-1 r- i( )r+ i ！

( )i！2( )r- i ！
（3）

类似于中心矩，使用线性偏态系数 τ3 和线性峰

度系数 τ4 描述随机变量 X的偏度和峰度：

τr =
λr( )X
λ2( )X ；r= 3，4 （4）

式中，λ2（X）为第 2 阶线性矩；λr(X )为第 r阶线性矩，

当 r=3，4 时则分别为第 3 阶与第 4 阶线性矩。第 2
阶、第 3 阶与第 4 阶线性矩均可以通过式（2）计算

得到。

在实际的工程运用中，在分布已知的情况下，根

据式（1）和（2）可以获得已知分布的随机变量的前 4
阶线性矩，表示为：

λ1X =∫
0

1

XdF ( X ) （5）

λ2X =∫
0

1

X [ 2F ( X )- 1 ] dF ( X ) （6）

λ3X =∫
0

1

X [ 6F 2 ( X )- 6F ( X )+ 1 ] dF ( X ) （7）

λ4X=∫
0

1

X [ 20F 3 ( X )- 30F 2 ( X )+ 12F ( X )

-1 ] dF ( X ) （8）

1. 2　样本的线性矩

在实际工程当中，获取变量的概率分布比较困

难，因此变量的分布往往是未知的，但较易获得变量

的样本。在这种情况下，可以通过样本估计线性矩。

假设 X 1∶N ≤ X 2∶N ≤ ⋯ ≤ XN∶N 为 N个从小到大排

列的随机样本，则前四阶线性矩 λ1X，λ2X，λ3X与 λ4X为：

λ1X = 1
N ∑

i= 1

N

Xi∶N （9）

λ2X = 2
N ∑

i= 2

N i- 1
N- 1 Xi∶N - 1

N ∑
i= 1

N

Xi∶N （10）

λ3X = 6
N ∑

i= 3

N ( i- 1 )( i- 2 )
( N- 1 )( N- 2 )

Xi∶N -

6
N ∑

i= 2

N i- 1
N- 1 Xi∶N + 1

N ∑
i= 1

N

Xi∶N （11）

λ4X = 20
N ∑

i= 4

N ( i- 1 )( i- 2 )( i- 3 )
( N- 1 )( N- 2 )( N- 3 )

Xi∶N -

30
N ∑

i= 3

N ( i- 1 )( i- 2 )
( N- 1 )( N- 2 )

Xi∶N +

12
N ∑

i= 2

N i- 1
N- 1 Xi∶N - 1

N ∑
i= 1

N

Xi∶N （12）

1. 3　基于线性矩的三次多项式转换

当服从某一分布（正态分布与非正态分布）的随

机变量 X的前 4 阶线性矩已知时，三次多项式可以

表示为［27］：

X= S (U )= aU 3 + bU 2 + cU+ d （13）
式中，U为服从标准正态分布（均值为 0，标准差为

1）的随机变量；S（U）为含有U的一元三次函数；a、 
b、c、d为多项式系数，由如下等式确定［28］：

d= λ1X - 1.81379937λ3X （14）
c= 2.25518617λ2X - 3.93740250λ4X （15）

b= 1.81379937λ3X （16）
a= -0.19309293λ2X + 1.574961λ4X （17）

式（13）建立了标准正态分布的随机变量与任意

某一分布的随机变量的映射关系，当已知某一随机

变量的前 4 阶线性矩时，可以利用式（13）表示标准

正态分布随机变量的函数。特别地，在工程实践中，

对于某一随机变量的数据可以通过试验获取，进而

根据样本试验数据以及式（9）~（12）获得该随机变

量的前 4 阶线性矩。因此，在分布未知的情况下，通

过式（13）与随机变量的线性矩可以避免在工程中对

随机变量的假定。
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2　分布未知条件下的随机结构抗震

可靠度分析框架

2. 1　基于主点与损失函数的随机函数-谱表示模型

根据 Priestley 非平稳随机过程渐进谱理论［29］，

引入演变功率谱密度函数 Süg( t，ωk)，则非平稳地震

动 üg ( t )的谱表示为［30］：

üg ( t )= ∑
k= 1

j

2Süg( )t，ωk Δω [ ak cos (ωk t )+

bk sin (ωk t ) ] （18）
式中，ωk = ( k- 1 ) Δω，Δω= ω u / ( j- 1 )，其中，ω u

为截止频率；ak与 bk为独立的标准正态随机变量。

从式（18）中可以看出，模拟地震动时需要 D̄=
2j 个 独 立 的标准正态随机变量即变量向量 Y=

[ a1  a2  ⋯  ad  b1  b2  ⋯  bj ] T
。 Süg( t，ωk) 为 非 平 稳 地

震动的功率谱密度函数，表示为：

Süg( t，ωk)= | A (ω，t ) | 2Süg(ωk) （19）
式中，ω为圆频率；A (ω，t )为时频调制函数，可以采

用如下等式计算［31］：

A (ω，t )=
exp ( )-amf t - exp [ ]-( cmf × ω+ bmf )× t

exp ( )-amf t * - exp [ ]-( )cmf × ω+ bmf × t *
；

ω> 0，t> 0 （20）
其中：

t * = ln ( )cmf × ω+ bmf - lnamf

cmf × ω+ ( )bmf - amf
，ω> 0 （21）

式中，参数 amf=0.25 s-1，bmf=0.251 s-1，cmf=0.005。
结合随机函数思想［15］，即假设任意一组标准正

交随机变量{ak，bk}为基本随机变量 Θ的函数，则 ak
与 bk分别表示为：

ak = 2 cos ( k̄Θ+ α)；bk = 2 sin ( k̄Θ+ α)；
k，   k̄=1，2，…，j （22）

式中，Θ在 [ - π，π]区间服从均匀分布；α∈ )[0，2π ，

通常取值为 α= π/4；k̄与 k为一一映射关系。

实际上，根据式（22），利用 MCS 模拟对基本随

机变量 Θ产生随机数，可以得到地震动加速度时程

样本。然而，为了高效地获取地震动加速度时程样

本，有必要利用选点方法提高计算效率。

本文引入 ZOPPÈ［32］提出的均匀分布单变量代

表点计算公式，将在 [ - π，π]区间的基本随机变量

Θ离散为 θi( i= 1，2，⋯，n sel)，并表示为：

θi = -π ( )n sel - 2i+ 1 n sel；i= 1，2，⋯，n sel （23）
式中，nsel为代表点的数量。

损失函数的最小值 L *
X表示为：

L *
X = π2

3n2
sel

（24）

使用损失函数的最小值 L *
X 可以量化使用不同

数量的代表点时的误差。此外，根据数论方法［33⁃34］

并考虑鲁棒估计，代表点的数量 nsel可以确定为 144、
377、610、987 以及 1597 等。因此，将式（23）与（24）
代入式（18），可以获得地震加速度时程的代表性样

本 ü( )ig ( t )（i= 1，2，⋯，n sel）。

2. 2　基于线性矩的结构参数随机变量表达

当考虑结构参数（质量、弹性模量、泊松比、刚度

等）不确定时，此时可以在 LIU 等［35］构造的标准正

态随机变量的基础上将随机变量表示为一个基本随

机变量 Θ͂的形式。设 αs与 βs为一组不相关的标准正

态随机变量，它们可以表示为：

αs = Φ-1
ì
í
îïï

1
2 + 1

π arcsin é
ë
ê
êê
êcos ( Θ͂+ π

5 ) ùûúúúúüýþ，
βs = Φ-1

ì
í
îïï

1
2 + 1

π arcsin é
ë
ê
êê
êsin ( Θ͂+ π

5 ) ùûúúúúüýþ （25）

式中，Φ-1 ( )⋅ 为标准正态分布函数的逆函数；Θ͂为基

本随机变量，在［0，2π］区间服从均匀分布。

当一组不相关的随机变量{α1，β1}服从正态分

布，且它们的均值分别为 μ1 与 μ2，变异系数分别为 δ1

与 δ2 时，可以将{α1，β1}表示为：

α1 = μ1 (1 + δ1αs)，β1 = μ2(1 + δ2 βs) （26）

类似地，当有 Nr组不相关的随机变量 {αj，βj}
时，Nr 组不相关的标准正态随机变量 {αsj，βsj}表
示为：

αsj = Φ-1
ì
í
îïï

1
2 + 1

π arcsin é
ë
ê
êê
êcos ( j͂Θ͂+ π

5 ) ùûúúúúüýþ，
βsj = Φ-1

ì
í
îïï

1
2 + 1

π arcsin é
ë
ê
êê
êsin ( j͂Θ͂+ π

5 ) ùûúúúúüýþ （27）

式中，j͂（j͂= 1，2，⋯，Nr）与 j（j= 1，2，⋯，Nr）为一一

映射关系，其计算方法同 k与 k̄的一一映射关系。

当结构的参数为非正态随机变量或随机变量分

布未知的情况下，本文利用线性矩的三阶多项式即

式（13）建立非正态随机变量与正态随机变量的关

系。设一组非正态随机变量{υ，χ}相互独立，υ的前

4 阶线性矩分别为 λυ1、λυ2、λυ3、λυ4，χ的前 4 阶线性矩分

别为 λχ1、λχ2、λχ3、λχ4，则：

υ= aυ + bυαs + cυα2
s + dυα3

s，

χ= aχ + bχ βs + cχ β 2
s + dχ β 3

s （28）
式中，aυ、bυ、cυ、dυ为计算随机变量 υ的多项式系数；
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aχ、bχ、cχ、dχ为计算随机变量 χ的多项式系数。随机

变量 υ和 χ的多项式系数求解可以利用它们的前 4
阶线性矩代入式（14）~（17）求得。对于非正态分布

的前 4 阶线性矩可以根据定义即式（5）~（8）求得。

随机变量的分布未知时，根据式（9）~（12）可以

获得其前 4 阶线性矩。需要指出的是，本文用一个

基本随机变量表示结构参数的随机性是针对相互独

立的或不相关的随机变量，对于考虑随机变量相关

的结构参数的基本随机变量表达还需进一步研究与

验证。

为了更加方便地获取常见非正态分布的前 4 阶

线性矩，根据式（5）~（8），表 1 给出了一些常见分布

的参数与前 4 阶线性矩的关系。当有Nr组不相关的

非正态随机变量时，根据式（26）获取 Nr组标准正态

随机变量后，再根据式（28）计算 Nr组非正态随机

变量。

表中，F为分布函数；μ和 σ分别为分布的均值

与标准差；α为分布的尺度参数；ξ为分布的位置参

数。在均匀分布中 α与 β分别为数值中的最小值和

最大值。

综上，当不考虑结构参数不确定时，在整个结构

分析中，用一个基本随机变量 Θ即可实现。当考虑

结构参数不确定时，基于随机函数的表达，可以用两

个基本随机变量即 Θ与 Θ͂表达，此时可以采用好格

子点法［36］即 glp 集合生成均匀散布点集，具体为：令

(n；h1，h2，…，hs) 为 一 个 整 矢 量 ，满 足 1 ≤ hi <
n，hi ≠ hj( i≠ j)，s< n及最大公约数（n，hi）=1（i=
1，…，s）。令：

ì
í
î

ïï
ïï

qki ≡ khi( )mod n
xki = ( )2qki - 1 /( 2n )

；k= 1，…，n； i= 1，…，s    

（29）
式中，qki表示第 k行第 i列的元素，1 ≤ qki ≤ n；xki为

好格子点集第 k行第 i列的数值。

集合 P n ={x k =[ xk1  …  xks ]；  k= 1，…，n}称为

生成矢量（n；h1，…，hs）的格子点集。如果Pn在所有可

能的生成矢量具有最小偏差，则 Pn称为 glp 集合。xki
可以表示为：

xki ={ 2khi - 1
2n } （30）

根据好格子点法［36］，式（29）与（30）的参数 h1、

h2、n、s的取值可以根据表 2 进行选取。

表 2 中的点集参数选取方式为：当选取 n=144
时，对应等式中的 s、h1、h2 分别为 2、1、89。根据式

（29）与（30），可以计算获得 n=144 个代表的格子点

P n = P 144 ={x k = [ ]xk1    xk2 ；k= 1，…，144}，如 图 1

所示。图 1 中 Θ= xk1，Θ͂= xk2，代表的是 144 个均匀

分布的代表点集。

最后，根据式（18）得到 nsel=n条加速度时程后，

利用时程分析方法可以计算得到结构的响应时程

（如位移响应时程），并逐条统计 nsel组响应时程的极

值 Si（i= 1，2，⋯，n sel）。

表 1 常见分布的前 4阶线性矩

Tab. 1 First four‑order linear-moments of common 
distributions

分布类型

正态分布

均匀分布

指数分布

耿贝尔

分布

逻辑斯蒂

分布

X(F)

X= μ+

σ 2 erf-1(2F- 1)

X= α+( β- α ) F

X= -α lg ( 1 - F )

X= ξ- α lg (-lg F )

X= ξ+
α lg [ ]F/( 1 - F )

前 4 阶线性矩

λ1 = μ,     λ2 = σ

π
,   

τ3 = 0,   τ4 = 0.1226

λ1 = 1
2 ( α+ β ),

λ2 = 1
6 ( β- α ),

τ3 = 0,τ4 = 0

λ1 = α,λ2 = 1
2 α,

τ3 = 1
3 ,τ4 = 1

6
λ1 = ξ+ γα,λ2 = α lg 2,
τ3 = 0.1699,τ4 = 0.1504

λ1 = ξ,    λ2 = α,     

τ3 = 0,     τ4 = 1
6

表 2 两个基本随机变量点集确定的参数

Tab. 2 Parameters determined by the point sets of two 
basic random variables

n

144
377
610
987

1597

s

2
2
2
2
2

h1

1
1
1
1
1

h2

89
233
377
610
987

图 1 n=144 时两个基本随机变量的代表点集

Fig. 1 Representative point sets of two basic random 
variables when n=144
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2. 3　基于线性矩的结构动力可靠指标表达

设结构动力响应的界限为 R（一般设为常数），

功能函数为G，则功能函数G的表达式为：

G= X= R- S （31）
利用式（31）即可计算得到功能函数G的样本数

据。接着，根据式（9）~（12）可以计算得到 nsel 个样

本下功能函数G的前 4 阶线性矩 λ1G、λ2G、λ3G以及 λ4G。

根据可靠度的定义，功能函数 G对应的失效概

率 Pf可以表示为：

P f = Prob [G≤ 0]= Prob (X≤ 0)=
Prob (a+ bU+ cU 2 + dU 3 ≤ 0) （32）

根据等概率变换，则：

F (G= X )= Φ (U )= Φ [S-1 (G，M ) ] （33）
式中，Φ (U )为标准正态随机变量的累积分布函数；

S-1 (G，M )为式（13）的逆函数；M=［λ1G  λ2G  λ3G λ4G］

为前 4 阶线性矩的向量。

接着，式（33）可以表示为：

P f = F (0)= Φ [S-1 ( 0，M )] （34）
根据失效概率与可靠指标的定义，可靠指标可

以表示为：

βLM = -Φ-1 (P f)= -S-1 (0，M ) （35）
对于 S-1 (0，M )的求解，实质上为求解一元三

次方程式（13）的根U。

S (U )= aU 3 + bU 2 + cU+ d= 0 （36）
对于该方程的求解可根据解析法如盛金公式、

卡 尔 丹 公 式 等 进 行 计 算 。 当 判 别 式 Δ= B2 -
4AC> 0 时，可以得到方程的一个实根 S-1 (0，M )=
U，表达式为：

U= -b- Y 1
3 - Y 2

3

3a （37）

其中：

Y 1 = Ab+ 3a (-B+ B2 - 4AC
2 )，

Y 2 = Ab+ 3a (-B- B2 - 4AC
2 )，

A= B2 - 3ac，B= bc- 9ad，C= c2 - 3bd（38）
因此，根据式（35）与（37），本文推导获得的基于

前 4 阶线性矩得到的可靠指标 βLM为：

βLM = -S-1 (0，M )= -U= b+ Y 1
3 + Y 2

3

3a （39）

当判别式 Δ< 0 时，U可以表示为：

U=
-b+ A ( )cos θ3 - 3 sin θ3

3a （40）

式中 ，θ = arccos γ，其 中 γ = 2Ab - 3ab
2 A3

（A>0，

-1<γ<1）。

类似地，此时可靠指标 βLM表示为：

βLM = -S-1 (0，M )= -U=

b- A ( )cos θ3 - 3 sin θ3
3a （41）

2. 4　本文提出的线性矩法的分析步骤

基于上述 2.1~2.3 节分析，本文建立了随机结

构抗震可靠度线性矩法的分析步骤，其实施流程如

图 2 所示：

（1） 生成非平稳随机地震动模型。利用一个基

本随机变量 Θ，以及随机函数谱表示模型生成非平

稳随机地震动。

（2）分布未知（已知前 4 阶线性矩）的结构参数

的随机变量表达。利用另一个基本随机变量 Θ͂，获

取标准正态分布随机变量，进而利用其前四阶线性

矩表达该分布未知的随机变量。

（3） 构造 2 个基本随机变量（Θ， Θ͂）的随机动力

系统并进行结构分析。在 2 个基本随机变量描述的

随机动力系统中进行非线性时程分析，计算结构的

响应极值 S。
（4） 根据结构分析计算功能函数 G的前 4 阶线

性矩 λ1G、λ2G、λ3G、λ4G设定界限 R，求解功能函数 G=
R-S的前 4 阶线性矩。

（5） 计算基于线性矩 λ1G、λ2G、λ3G、λ4G的可靠指

标 。 将 功 能 函 数 的 前 4 阶 线 性 矩 代 入 式（14）~
（17），求解多项式系数 a、b、c、d，进而根据式（39）或

（41）求解基于线性矩的可靠指标 βLM。

图 2 随机结构抗震可靠度线性矩法的分析流程

Fig. 2 Flowchart of the linear moment method for assessing 
the seismic reliability of random structures
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3　算例分析

考虑非平稳随机地震激励下的非线性单自由度

体系如图 3 所示，非线性为双线型恢复力模型即恢

复力 fs⁃位移 x的关系曲线如图 4 所示。其中 xy为屈

服位移，设为 0.01 m。 k1 与 k2 分别为初始刚度和折

减后刚度，折减系数即 k1/k2=0.2。

该单自由度体系的运动方程为：

mÿ ( t )+ c͂ẏ ( t )+ ky ( t )= -müg ( t ) （42）

式中，m、c͂、k分别为体系的质量、阻尼系数、刚度；

ÿ ( t )、ẏ ( t )、y ( t )分别为体系的相对加速度、相对速

度、相对位移，它们是关于时间 t的函数。

本文考虑结构参数 m与 k1 的分布未知，但能够

通过样本数据获得其前 4 阶线性矩。为了获得参数

的前 4 阶线性矩，假设 m为正态分布，k1为耿贝尔分

布，进而根据其定义获得不确定性参数的分布信息

如表 3 所示。另外考虑阻尼系数 c͂= 36612 N∙s/m。

根据表 3 中的前 4 阶线性矩可以计算得到多项式系

数如表 4 所示。

其功率谱密度函数采用 Clough⁃Penzien 谱［37］：

S (ω)= ω4
g + 4ζ 2

g ω2
gω2

( )ω2 - ω 2
g

2
+ 4ζ 2

g ω 2
gω2

⋅

ω4

( )ω2 - ω 2
f

2 + 4ζ 2
f ω 2

f ω
⋅ S0 （43）

式中，ω g 和 ζg 分别为场地土的卓越圆频率和阻尼

比；ω f 和 ζ f 为地震加速度时程低频分量的参数，ωf =
0.1ω g， ζ f = ζg；S0 为基岩地震动加速度白噪声功率

谱密度，它反映地震动的强弱程度，也简称为谱强度

因子，表示为：

S0 = ā2
max

γ̄2
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
úπω g ( )2ζg + 1

2ζg

（44）

式中，āmax为地震地面加速度最大值的均值；γ̄为峰值因

子。Clough⁃Penzien谱的参数取值如表 5所示，其中，T

为地震波持续总时间。

基于随机函数谱表示模型，利用 2 个基本随机

变量生成非平稳地震加速度时程样本（本算例选取

1597 个点），图 5 为 1597 条非平稳地震加速度时程

样本集合及典型时程样本。

图 3 单自由度体系

Fig. 3 Single degree of freedom system

图 4 双线型恢复力模型

Fig. 4 Bilinear restoring force model

表 3 非线性结构不确定性参数的分布信息

Tab. 3 Distribution information of uncertain parameters for nonlinear structures

不确定性参数

m

k1

分布类型

正态分布

耿贝尔分布

均值

57041 kg
2350000 N/m

变异系数

0.1
0.1

λ1X

57041
235000

λ2X

3218.194
12700.4

λ3X

0
2158.12

λ4X

394.556
1909.83

表 4 随机变量的多项式系数

Tab. 4 Polynomial coefficients of random variables

不确定性参数

m

k1

a

57041
231085.603

b

5704.100
21121.997

c

0
3914.397

d

-0.000196
555.550318

表 5 Clough-Penzien谱的参数取值

Tab. 5 Parameter values of the Clough-Penzien spectrum

ω g/(rad·s-1)
5π

ω f/(rad·s-1)
0.5π

ζg

0.6
ζ f

0.6
γ̄

2.8
āmax/(cm·s-2)

196.2
T/s
20

ω u/(rad·s-1)
240

Δω
0.15
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接着，根据小波⁃伽辽金方法［38］，计算得到演变

功率谱如图 6 所示。图 7 为根据演变功率谱得到的

典型时刻即 t=8，9，10 s的功率谱。从图 7 中可以看

出，虽然个别点拟合度较差，但整体曲线的计算功率

谱与目标功率谱能够很好地拟合。对于个别点精度

低的问题，特别是在 10 s 时可以通过增加模拟的样

本数提高拟合的精度。

最后，根据非线性时程分析方法将 1597 条地

震加速度时程进行逐条分析，计算得到的非线性结

构位移响应样本如图 8 所示。图 9 给出了一次输出

样本的滞回曲线（恢复力⁃位移曲线）。从图 9 中可

以看出滞回曲线具有明显的双线型特性。利用本

文方法得到位移响应极值的样本点如图 10 所示。

设定界限 R=180 mm，利用本文方法计算得到

功能函数的前 4 阶线性矩如表 6 所示。图 11 为 1597
个样本下的功能函数直方图。从图 11 中可以看出，

图 7 典型时刻功率谱拟合

Fig. 7 Typical moment power spectral fitting

图 5 非平稳地震加速度时程样本集合及典型时程样本

Fig. 5 Nonstationary seismic acceleration time⁃history sample 
sets and typical time⁃history sample

图 8 非线性结构位移响应样本

Fig. 8 Displacement response samples of nonlinear structures

图 6 演变功率谱

Fig. 6 Evolutionary power spectra

图 9 样本的滞回曲线

Fig. 9 Hysteresis curves of the samples

图 10 位移响应极值

Fig. 10 Displacement response extremums
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功能函数拟合分布与正态分布有一定的差异，说明

功能函数的分布反映出一定的非正态特性。从

图 11 中可以分析得到，功能函数的非正态分布特

性利用其前 4 阶线性矩表达，反映了利用标准正态

随机变量的三次多项式即式（13）表达的有效性与

映射关系。为了将本文方法计算结果与 MCS 方法

计算结果对比，表 6 给出了不同样本下 MCS 方法

计算结果。从表 6 中可以看出，样本数为 105 时的

计算结果比样本数为 2×104~8×104 时的结果稳

定 ；同 时 计 算 失 效 概 率 pf 的 变 异 系 数 p fcov =

( )1 - p f ( p fN sim )，其 中 ，p f = Φ ( - βMCS)，βMCS 为

MCS 模拟获得的可靠指标，Nsim为模拟的样本数，失

效概率的变异系数控制在 15% 以内。因此，本算例

将 105次 MCS 方法计算结果作为校验值进行验证。

利用本文方法，根据获得的位移响应极值计算功能

函数的前 4 阶线性矩与可靠指标，结果如表 6 所示。

从表 6 中可以看出，本文仅需 1597 个样本点，其前四

阶线性矩与可靠指标均与 MCS 方法计算结果很好

地拟合，前四阶线性矩的最大相对误差为 1.21%，可

靠指标的相对误差为 3.88%。

为了进一步说明本文方法的精确性，表 7 给出

了不同界限下的前 4 阶线性矩。从表 7 中可以看出，

随着界限的增大，第 1 阶线性矩即均值随之增大，第

2、3、4 阶线性矩保持不变。图 12 给出了不同界限下

本文方法（1597 个样本）、一次二阶矩法（1597 个样

本）、超拉丁抽样 LHS 方法（50000 个样本）与 MCS
方法（100000 个样本）计算的可靠指标。从图 12 中

可以看出，在不同界限下，本文方法、LHS 方法以及

MCS 方法计算结果曲线拟合良好，而一次二阶矩法

由于只用了前 2 阶中心矩的信息，在界限不断增大

时，与 MCS 方法及 LHS 方法计算结果的差异逐渐

增大。尽管 LHS 方法与 MCS 方法能够保证精度，

但本文方法在 1597 个样本下仍能保持与 LHS 方法

及 MCS 方法同样的精度，体现了本文方法的高效

性。值得注意的是，在图 12 中当界限 R=180 mm
时，本文方法计算结果与 MCS 方法计算结果产生了

一定的偏差，可以预测本文方法在计算高可靠指标

表 6 功能函数前 4阶线性矩与可靠指标  （R=180 mm）
Tab. 6 First four‑order linear moments of the performance function and reliability indices （R=180 mm）

方法

本文方法

MCS 方法

相对误差

Nsim

1597
2×104

4×104

6×104

8×104

105

-

λ1G/mm
94.0441
93.9019
94.2165
94.1791
94.2786
94.0379
0.01%

λ2G/mm
13.8561
13.9043
13.8414
13.8835
13.8761
13.9147
0.42%

λ3G/mm
-1.6018
-1.6062
-1.5826
-1.6127
-1.6335
-1.5986

0.20%

λ4G/mm
1.6319
1.6058
1.6094
1.6209
1.6163
1.6124
1.2%

可靠指标

2.9791
3.0902
3.1947
3.1214
3.1339
3.0993
3.88%

p fcov

-
0.2235
0.1889
0.1360
0.1203
0.1015

-

表 7 不同界限下的前 4阶线性矩

Tab. 7 First four‑order linear moments under different 
bounds

R/mm
110
120
130
140
150
160
170
180

λ1G/mm
24.0441
34.0441
44.0441
54.0441
64.0441
74.0441
84.0441
94.0441

λ2G/mm
13.8561
13.8561
13.8561
13.8561
13.8561
13.8561
13.8561
13.8561

λ3G/mm
-1.6018
-1.6018
-1.6018
-1.6018
-1.6018
-1.6018
-1.6018
-1.6018

λ4G/mm
1.6319
1.6319
1.6319
1.6319
1.6319
1.6319
1.6319
1.6319

图 12 不同界限下的可靠指标

Fig. 12 Reliability indices under different bounds

图 11 1597 个样本下的功能函数直方图  （R=180 mm）

Fig. 11 Histogram of performance function with 1597 
samples （R=180 mm）
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时可能会存在一定的误差。存在的问题可能在于通

过本文方法计算的前 4 阶线性矩与 MCS 方法计算

结果存在一些差异，导致可靠指标也随之产生差异。

针对该问题，可以通过增加计算样本点来提高精度。

4　结  论

本文考虑结构参数分布未知的情况，将基于线

性矩的一元三次多项式与降维表示的随机函数⁃谱
表示模型结合，构造了 2 个基本随机变量的随机动

力系统，提出了一种随机结构抗震可靠度的线性矩

法，建立了分布未知条件下的随机结构抗震可靠度

分析的方法论框架。通过构造描述随机动力系统的

2 个基本随机变量，并运用数论方法确定其代表点

集，本文方法能够有效地计算结构响应的极值和功

能函数的样本及线性矩。通过求解一元三次方程的

根并基于可靠度的定义，提出了基于线性矩的结构

抗震可靠指标表达式。本文还通过非线性单自由度

算例分析，研究了在结构参数分布未知情况下的问

题，展示了所提方法的实际效用。具体结论如下：

（1）以线性单自由度为例，考虑随机结构参数时

仅需 2 个基本随机变量，且通过好格子点集能够表

示 2 个基本随机变量。利用基本随机变量生成了

1597 条地震加速度时程，并在此基础上进行非线性

随机地震响应分析。通过分析获得了结构的位移响

应以及位移响应极值，并进一步计算了确定界限下

功能函数的前 4 阶线性矩。

（2）通过将本文方法得到的结果与传统的 MCS
方法，LHS 方法以及一次二阶矩方计算结果进行对

比，表明利用本文方法获得的功能函数前 4 阶线性

矩及可靠指标均能很好地与 MCS 方法计算结果拟

合，验证了方法的精确性。这为解决随机结构抗震

可靠性分析问题提供了一种可行的途径。

（3）总体来看，本文构建了结构参数分布未知下

前 4阶线性矩的随机结构抗震可靠度分析框架。虽然

目前的研究仅涵盖了单自由度系统，但该方法可以推

广至多自由度非线性结构分析中。然而，对于高可靠

性（或小失效概率）以及不同非线性情况（包括不同滞

回恢复力模型），仍需要进一步深入研究和探索。
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