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旋转预扭梁振动特性理论与实验研究

熊星星， 宿 柱， 马小虎

（南京航空航天大学航空航天结构力学及控制全国重点实验室，江苏  南京  210016）

摘要: 针对工程中的旋转预扭梁振动问题，提出了一种有效的建模方法研究其振动特性，并设计了旋转实验验证理论研究的准

确性。通过调节边界弹簧刚度模拟不同边界约束，采用修正傅里叶级数法对位移场进行展开，利用瑞利‑里兹法推导旋转梁的

运动方程。基于理论研究设计不同尺寸的旋转直梁和预扭梁的振动实验，将理论计算与有限元仿真、实验结果对比验证了本

文方法的准确性，通过误差分析验证了存在弹性边界的可能。结果表明：转速和厚度增大使梁的固有频率增大；预扭角增大对

1 阶固有频率影响较小，可显著减小 2 阶固有频率。
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Theoretical and experimental study on the vibration characteristics of 
rotating pre-twisted beams

XIONG Xingxing， SU Zhu， MA Xiaohu
（State Key Laboratory of Mechanics and Control for Aerospace Structures，
Nanjing University of Aeronautics and Astronautics， Nanjing 210016， China）

Abstract: Aiming at the vibration problem of rotating pre-twisted beams in engineering， an effective modeling method is proposed 
to study their vibration characteristics. Rotating experiments are designed to verify the accuracy of theoretical research. By adjusting 
the boundary spring stiffness， different boundary conditions are simulated. The displacement field is expanded using the modified 
Fourier series method， and the motion equation of the rotating beam is derived using the Rayleigh-Litz method. Based on the theo‑
retical research， vibration tests of rotating straight beams and pre-twisted beams with different sizes are designed. The accuracy of 
this method is verified by comparing the theoretical calculations with finite element simulations and experimental results. The possi‑
bility of elastic boundaries is also verified through error analysis. The results show that the natural frequency of the beam increases 
with the increase in rotating speed and thickness. The increase in pre-twist angle has a minimal effect on the first-order natural fre‑
quency but significantly reduces the second-order natural frequency. 

Keywords: rotating beam； elastic constraint； modified Fourier series； rotation experiment

旋翼和叶片作为动力系统的组成部分在整个机

械系统中起着至关重要的作用，若其损坏将导致事

故的发生。因此，研究这类结构的振动特性具有重

要工程意义。

很多旋转梁的研究都建立在经典边界条件下。

YOO 等［1］通过一组混合变形变量考虑旋转产生的

离心力影响，推导了旋转梁轴向、弦向和垂向的运动

方程。基于 von Karman 非线性应变和相应的线应

力，KIM 等［2］利用 Hamilton 原理推导了旋转梁的运

动方程，通过将固有频率与其他文献进行比较证明

了这种方法的可靠性。RAMESH 等［3］研究了旋转

预扭曲功能梯度悬臂梁的振动固有频率，系统地分

析了系统参数对旋转悬臂梁固有频率的影响。但由

于制造工艺和装配技术的限制，且随着长期服役，导

致边界约束弱化，工程上很难实现经典边界。这类

边 界 条 件 若 等 效 为 弹 性 边 界 显 然 更 加 合 适 。

ADAIR 等［4］引入阿德米安修正分解法（Adomian 
modified decomposition method）对在弹性边界下水

平旋转欧拉梁的振动问题进行研究。SU 等［5］基于

Timoshenko 梁理论，采用修正傅里叶级数法对功能
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梯度压电曲梁进行了自由振动与瞬态振动分析，通

过与现有文献结果及有限元结果进行比较验证了该

方法的准确性。LI等［6］采用正交多项式作为容许函

数，建立了一种具有弹性约束的变厚度预扭叶片的

动力学模型，得到了旋转预扭叶片的运动控制方程

和模态。LI等［7］利用切比雪夫多项式理论推导了具

有干摩擦支承边界条件的旋转梁的动力学微分方

程。XU 等［8］通过将容许位移函数统一扩展为雅可

比多项式的形式，解决了旋转梁在不同边界条件下

的自由振动问题。

在现有研究中涉及旋转梁振动模态的实验较

少，旋转实验的一个难点在于对旋转件的激励方式，

常见的激励方式有力锤敲击和激振器激励。但一方

面，敲击高速旋转的梁结构难度大、危险系数高。另

一方面，由于旋转产生的离心力，若直接与激振器连

接极容易对梁结构造成损坏。因此，必须寻找一个

更加安全可靠的激励方式。祝发荣等［9］建立了一个

简单的旋转悬臂梁实验模型，从实验结果可以看出

随着转速的增大，耦合梁的振动频率有增大的趋势，

但由于旋转圆盘不固定和旋转机械造成的非线性影

响等因素，实验结果并不明显。MAHMOODI 等［10］

使用电磁惯性致动器对梁进行扫频分析，使用激光

位移传感器获得了梁的非线性振动频率，实验结果

与多尺度法求得的理论结果吻合较好。QIAN 等［11］

利用基于相机的三维运动分析系统对旋转轴进行了

振动实验，提出了一种共轭分解法对动态响应进行

时频分析。张春芳［12］基于双目立体视觉原理和三维

重构原理，用相机对悬臂梁的振动过程进行记录并

对图片进行后处理，得到了梁上多个测点的位移曲

线，相机测量结果与激光测振仪测量结果基本一致。

景帅帅［13］用拉拽绳子的方式给旋翼实验台一个未知

激励，以测量铝合金旋翼的固有模态。LEI 等［14］通

过扬声器产生的正弦声信号作用于微梁以获取梁的

共振响应，结果表明：随着微梁厚度的减小，梁的无

量纲固有频率和无量纲弯曲刚度随之增大。黄志诚

等［15］设计了悬臂黏弹夹芯梁的振动实验，从响应图

谱中直接读出了梁的固有频率，并利用半功率法获

得相应的损耗因子。柴玉阳等［16］设计了不同边界组

合下矩形板的振动实验，通过调节理论模型中边界

约束弹簧的刚度模拟不同边界，验证其理论模型的

正确性。

基于上述研究，本文建立一个弹性约束下的旋

转预扭梁模型，采用修正傅里叶级数法对梁的位移

场进行展开，利用瑞利‑里兹法推导旋转梁的运动方

程，求解运动方程可获得不同边界约束下旋转梁的

固有频率及振型。通过调整虚拟弹簧刚度分析其对

旋转梁振动特性的影响。设计旋转直梁和预扭梁的

振动实验，并将理论结果与有限元结果、实验结果对

比以验证理论分析的准确性，通过误差分析验证了

存在弹性边界的可能。

1　理论模型

1. 1　弹性边界下旋转预扭梁

图 1（a）为一预扭梁与旋转轮毂弹性连接的示

意图，轮毂旋转带动梁旋转，转速为 Ω，轮毂半径为

r。梁的原长为 l，密度为 ρ，材料杨氏模量为 E，梁截

面的弦向和垂向惯性矩分别为 Iy 和 Iz，截面积为 A，

梁的预扭角随着轴线方向均匀增大，最大预扭角为

α。为便于表达在系统中建立了三个坐标系：轮毂

坐标系 XYZ、梁根部的坐标系 xyz 和端部的坐标系

abc。轴 X、x 和 a 共线，Z 轴是圆柱轮毂的中心轴，z

轴与 Z 轴平行，c'轴和 b'轴分别为 c 轴和 b 轴在 yNz

平面的投影。对于细长梁而言，弯曲与拉伸之间的

耦合对系统的振动结果影响较小，所以在本文的研

究中忽略与轴向运动相关的项。v 和 w 分别表示梁

中轴线上任一点 P 变形后在轴 y、z 上的投影。梁边

界的连接方式如图 1（b）所示，由两个线弹簧 kv和 kw

和两个扭簧 Kv和 Kw表示弹性约束。

对于 Euler‑Bernoulli 梁，旋转预扭梁的应变能

可表示为：

图 1 弹性边界下旋转梁模型

Fig.1 Rotating beam model under elastic boundary
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式中，I2、I3为梁任意界面的惯性矩；I23为梁任意界面

的惯性积。与扭转角的关系可表示为：

I2 = Iy + Iz

2 + Iy - Iz

2 cos ( 2θ )，

I3 = Iy + Iz

2 - Iy - Iz

2 cos ( 2θ )，

I23 = Iy - Iz

2 sin ( 2θ ) （2）

其中，θ 为任意截面与根部截面的夹角，θ=αx/l。

将边界等效为由弹簧支撑的弹性边界，则产生

的弹性势能为：
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由离心力引起的轴向收缩势能可表示为：
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其中，Fs为离心力，表达式为：

F s = 1
2 ρAΩ 2( l 2 - x2)+ ρAΩ 2 r ( l - x) （5）

则系统的总势能为：

U = U 1 + U 2 + U 3 （6）
梁内任一点 P 的绝对速度为：

v= ( - Ωv) i+ é
ë
êêêê

dv
dt

+ Ω ( r + x) ù
û
úúúú j+ dw

dt
k（7）

式中，i、j、k分别为 x、y、z 向的单位向量。则梁的动

能可表示为：

V = 1
2 ∫

0

l

ρAv2 dx （8）

1. 2　修正傅里叶级数法

为解决弹性边界问题，采用修正傅里叶级数法

将位移函数展开为下列形式：

v ( x )= ∑
m = 0

M

Bm cos ( )λm x + ∑
n = 1

4

bn Pn ( x )，

w ( x )= ∑
m = 0

M

Cm cos ( )λm x + ∑
n = 1

4

cn Pn ( x ) （9）

式中，M 为截断数；λm=mπ/l；Bm和 Cm为傅里叶级数

展开式的系数；P1、P2、P3和 P4为辅助函数，所选辅助

函数需在区间［0，l］内封闭，在梁内任意一点处三阶

可导且连续，以消除边界上的不连续项；bn和 cn（n=
1、2、3、4）表示辅助函数的系数。本文可选择以下形

式的辅助函数：

P 1 = 9l
4π sin ( πx

2l
)- l

12π sin ( 3πx
2l

)，

P 2 = - 9l
4π cos ( πx

2l
)- l

12π cos ( 3πx
2l

)，

P 3 = l 3

π3 sin ( πx
2l

)- l 3

3π3 sin ( 3πx
2l

)，

P 4 = - l 3

π3 cos ( πx
2l

)- l 3

3π3 cos ( 3πx
2l

) （10）

对于自由振动分析，梁的拉格朗日函数可用系

统的势能和动能表示为：

L = V - U 1 - U 2 - U 3 （11）
将由修正傅里叶级数展开式表示的动能和势能

代入到式（11）中，对位移展开式中的未知系数求导

并设为 0：
∂L
∂Ξ

= 0，{Ξ = Bm，Cm

m = 0，1，…，M
∂L
∂Ψ

= 0，Ψ = bn，cn （12）

可整理出共 2（M+5）个方程，将上式整理为下

列矩阵形式：

( K- ω2M )G= 0 （13）
式中，ω 表示梁的固有频率；K为刚度矩阵；M为质

量矩阵；G为所有傅里叶级数未知系数组成的向量：

G= [B 0   …   BM   b1   …   b4   C 0   …   CM   c1   …   c4 ]
T

（14）
通过求解式（13）的特征方程可以获得弹性约束

下旋转预扭梁固有频率以及对应的模态振型。

2　数值分析

2. 1　弹性边界的影响

为了便于比较，令所有等效边界弹簧刚度相等，

即 kv =Kv=kw=Kw=K，数值结果采用无量纲参数

的形式表示，无量纲参数如下：

δ = r
l
，γ = ΩT，κ = Iy

Iz
，T = ρAl 4

EIz
（15）

通过调节边界弹簧的刚度，可以实现任意边界

条件的约束。图 2 给出了不同条件下旋转预扭梁前

4 阶固有频率随弹簧刚度的变化趋势，从图中频率

的变化趋势可以看出，随着弹簧刚度的增大，前 4 阶

固有频率的变化可分为 3 个区间：第一区间各阶固

有频率较小甚至为 0，这时边界约束较小，这一区间

可以看作是自由边界；第二区间各阶固有频率随着

弹簧刚度的增大而增大，这一区间可以看作是弹性

边界；第三区间即 K≥108，这一区间随着弹簧刚度

的持续增大，固有频率基本不变，说明这一阶段弹簧
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刚度的变化对固有频率影响不大，此时约束可近似

看作固定边界。

2. 2　收敛性分析

为了验证本文所建模型的稳定性与准确性，进

行收敛性分析。表 1 给出了当 K=1010时，取不同截

断数 M 时旋转预扭梁的前 5 阶固有频率，由表可知，

随着所取截断数的不断增大，固有频率逐渐收敛，表

现出良好的收敛性。考虑计算效率，截断数M取为15。

3　实验研究

3. 1　实验装置

旋转梁的振动实验中由于梁在旋转，其激励方

式一直是困扰学者的一个问题。传统的激励方式有

力锤敲击和激振器激励，敲击能够高效地激发出梁

的多阶共振频率，激振器激励则能精准地确定梁的共

振频率。但这两种方式在旋转梁中运用都比较困难。

本文采用一种利用电磁铁激励的激振方式，将

电磁铁置于梁下方合适位置，当梁旋转至电磁铁上

方时按下开关使磁铁产生瞬时的吸力，梁受到吸力

产生振动。多次实验后证明这种方法能够有效激起

旋转梁的各阶共振频率。图 3 所示为旋转梁实验平

台，为了模拟边界约束，设计了铝合金夹具，并在梁

上方固定另一根等质量的梁防止旋转偏心以引起剧

烈振动，在等质量梁与夹具间夹一层塑料以免夹具

与试件发生耦合。

为了能取得较好的振动效果，所选取的梁试件

必须有较大的刚度和相对小的阻尼，使梁在受激励

后振动的时间尽可能长。图 4 分别为利用机加工和

3D 打印技术制作的直梁和预扭梁试件，直梁采用

图 2 不同边界约束下的无量纲固有频率

Fig. 2 Dimensionless natural frequencies under different 
boundary constraints 图 3 旋转实验平台

Fig. 3 Rotating experimental platform

图 4 梁试件

Fig. 4 Beam specimen

表 1 不同截断数下前 5阶固有频率（α=45°、κ=0. 25、δ=1、γ=5）
Tab. 1 The first five order natural frequencies under 

different truncation numbers （α=45°，κ=0. 25，δ=1，
γ=5）

M

9
11
13
15
17

固有频率

1 阶

7.399
7.396
7.395
7.394
7.394

2 阶

8.321
8.316
8.314
8.310
8.313

3 阶

22.337
22.334
22.333
22.332
22.332

4 阶

28.369
28.365
28.363
28.362
28.362

5 阶

45.757
45.733
45.722
45.712
45.711
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65Mn 弹簧钢材料，预扭梁采用 MS1 模具钢材料，具

体材料参数如表 2 所示。

3. 2　旋转直梁实验结果

在搭好实验平台和完成准备工作后，分别测量

旋转直梁在转速为 0、200、400 和 600 r/min 时的固

有频率。为确保实验的普适性和准确性，使实验结

果更加明显，在理论分析的基础上，直梁的旋转实验

中选取梁长 200 mm、宽 20 mm，厚度分别为 1 和

1.5 mm 的梁作为对照实验。

厚度为 1 mm 的直梁试件在不同转速下的加速

度信号和对应的频响曲线如图 5 和 6 所示。

厚度为 1.5 mm 的直梁试件在不同转速下的加

速度信号和对应的频响曲线如图 7 和 8 所示。

图 5 和 7 分别为不同转速下厚度为 1 和 1.5 mm
的旋转直梁的时域信号，在开始记录时有一个明显

的激励信号，说明电磁铁激励有明显且稳定的效果，

当转速较高时可以发现加速度信号并没有消失，由

于实验平台的旋转机械并不是完全同心的，旋转引

起的偏心问题带动实验台振动，但这个振动频率并

不与旋转梁发生共振且相对于共振响应较小，所以

可以忽略它的影响。图 6 和 8 分别为不同转速下厚

度为 1 和 1.5 mm 的旋转直梁的前两阶固有频率的

频响曲线，可以发现随着转速的加快会出现一些杂

波，这是由旋转偏心引起的，相较于共振波峰这些杂

波较小且不稳定。在实验过程中进行多次测量以保

证获得准确的不同转速下的旋转梁固有频率。结果

表明：随着转速的增大，各阶固有频率增大；随着厚

度的增大，各阶固有频率增大。

表 2 两种梁试件的材料参数

Tab. 2 Material parameters of two kinds of beam 
specimens

梁试件

直梁

预扭梁

材料名称

65Mn 弹簧钢

MS1 模具钢

密度/
(g·cm−3)

7.81
8.00

杨氏模量/
GPa

198.6
170.0

泊松比

0.26
0.26

图 5 不同转速下 1 mm 厚直梁加速度信号

Fig. 5 Acceleration signal of 1 mm thick straight beam at 
different rotational speeds

图 6 不同转速下 1 mm 厚直梁频响曲线

Fig. 6 Frequency response curve of 1 mm thick straight 
beam at different rotational speeds

图 7 不同转速下 1. 5 mm 厚直梁加速度信号

Fig. 7 Acceleration signal of 1. 5 mm thick straight beam at 
different rotational speeds
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表 3 和 4 分别为不同转速下厚度为 1 和 1.5 mm
旋转直梁的前两阶固有频率实验结果与本文基于固

支边界下旋转梁的理论结果和 COMSOL 仿真结果

的对比，理论结果是将边界刚度调整为等效固支边

界条件（取 K=1010）下获得的，COMSOL 仿真采用

自由四面体网格，单元个数为 42684 个。理论结果

（ft）与实验结果（fe）之间的误差计算公式如下式

所示：

e =
|

|

|
||
| fe - f t

fe

|

|

|
||
|× 100% （16）

从表 3 和 4 中可以看出，理论结果与 COMSOL
仿真结果基本一致，最大误差不超过 0.55%，证明了

理论结果的正确性；同时，理论和仿真结果都与实验

结果有一定误差，最大可达 4.35%，说明实验中夹具

并不能使边界达到理想的固支条件，边界约束弱化

令旋转梁固有频率偏小，进一步证明了分析弹性边

界问题的必要性和本文理论方法的准确性。

3. 3　旋转预扭梁实验结果

分别测量旋转预扭梁在转速为 0、200、400 和

600 r/min 时的固有频率。为确保实验的普适性和

准确性，使实验结果更加明显，在理论分析的基

础上，预扭梁的旋转实验中选取梁长 200 mm、宽

20 mm，厚 1.5 mm、预扭角 15°，厚 1.7 mm、 预扭角

15°和厚 1.7 mm、预扭角 30°的三根梁作为对照试验。

图 9~14 分 别 为 厚 1.7 mm、预 扭 角 30° ，厚

1.7 mm、预扭角 15°和厚 1.5 mm、预扭角 15°的旋转

预扭梁在不同转速下的时域信号和频响曲线，通过

多次测量以确保得到准确的不同转速下的前两阶固

有频率。从结果分析中可以发现：随着旋转速度加

快，各阶固有频率升高；随着厚度的增大，各阶固有

频率升高；预扭角增大对 1 阶固有频率的影响较小，

使 2 阶固有频率明显减小。

图 8 不同转速下 1. 5 mm 厚直梁频响曲线

Fig. 8 Frequency response curve of 1. 5 mm thick straight 
beam at different rotational speeds

表 4 不同转速下旋转直梁的前两阶固有频率实验和理论结果对比（厚度为 1. 5 mm）
Tab. 4 Experimental and theoretical results comparison of the first two order natural frequencies of a rotating straight 

beam at different rotational speeds （Thickness is 1. 5 mm）

转速/
（r·min−1）

0
200
400
600

实验

29.219
29.531
30.469
31.250

1 阶固有频率/Hz
理论

30.5475
30.7637
31.4031
32.4396

COMSOL 仿真

30.715
30.931
31.569
32.603

误差/%
4.35
4.01
2.97
3.67

实验

189.219
189.375
190.000
191.562

2 阶固有频率/Hz
理论

191.4382
191.6261
192.1887
193.1229

COMSOL 仿真

192.41
192.60
193.16
194.09

误差/%
1.16
1.17
1.14
0.81

表 3 不同转速下旋转直梁的前两阶固有频率实验和理论结果对比（厚度为 1 mm）
Tab. 3 Experimental and theoretical results comparison of the first two order natural frequencies of a rotating straight 

beam at different rotational speeds （Thickness is 1 mm）

转速/
（r·min−1）

0
200
400
600

实验

19.531
19.844
20.938
22.812

1 阶固有频率/Hz
理论

20.365
20.581
21.621
23.105

COMSOL 仿真

20.476
20.798
21.734
23.208

误差/%
4.10
3.58
3.16
1.27

实验

125.625
126.250
127.031
128.906

2 阶固有频率/Hz
理论

127.622
126.981
128.753
130.139

COMSOL 仿真

128.290
128.570
129.400
130.790

误差/%
1.56
0.58
1.34
0.95
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表 5~7 所示分别为不同转速下厚 1.7 mm、预扭

角 30°，厚 1.7 mm、预扭角 15°和厚 1.5 mm、预扭角

15°三根梁的前两阶固有频率实验结果与本文基于

固支边界旋转梁理论结果和 COMSOL 仿真结果的

对比，理论结果是将边界刚度调整为等效固支边界

条件（取 K=1010）下获得的，COMSOL 仿真单元设

置和误差定义与直梁一致。从表 5~7 中可以看出，

理论结果与 COMSOL 仿真结果吻合良好，误差不

超 过 1.85%；理 论 结 果 与 实 验 结 果 最 大 误 差 为

8.69%。同时，实验结果与理论结果相比普遍偏小，

这是由于夹具并不能令旋转梁系统的边界条件达到

固支条件。相对于直梁，预扭梁实验与理论结果之

间的误差更大，说明对于预扭梁模型，弹性边界对旋

转梁振动特性的影响更大。

根据前文分析可知，理论上在边界虚拟弹簧刚

度取无穷大时边界可等效为固支，随着刚度减小边

界变为弹性边界约束，各阶频率降低。图 15 为预扭

梁边界约束分别为弹性边界和固支边界时 1 阶频率

图 9 不同转速下厚 1. 7 mm、预扭角 30°梁的加速度信号

Fig. 9 Acceleration signal of 1. 7 mm thick， 30° pre-twisted 
angle beam at different rotational speeds

图 10 不同转速下厚 1. 7 mm、预扭角 30°梁的频响曲线

Fig. 10 Frequency response curve of 1. 7 mm thick， 30° 
pre-twisted angle beam at different rotational speeds

图 11 不同转速下厚 1. 7 mm、预扭角 15°梁的加速度信号

Fig. 11 Acceleration signal of 1. 7 mm thick， 15° pre-twisted 
angle beam at different rotational speeds

图 12 不同转速下厚 1. 7 mm、预扭角 15°梁的频响曲线

Fig. 12 Frequency response curve of 1. 7 mm thick， 15° 
pre-twisted angle beam at different rotational speeds
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表 5 不同转速下预扭梁的前两阶固有频率实验和理论结果对比（厚度为 1. 7 mm、预扭角为 30°）
Tab. 5 Experimental and theoretical results comparison of the first two order natural frequencies of the pre-twisted 

beam at different rotational speeds （Thickness is 1. 7 mm， pre-twisted angle is 30°）

转速/
（r·min−1）

0
200
400
600

1 阶固有频率/Hz
实验

29.219
29.844
30.469
31.563

理论

31.7573
32.0056
32.5863
33.5893

COMSOL 仿真

32.079
32.284
32.889
33.874

误差/%
8.69
8.24
7.24
6.42

2 阶固有频率/Hz
实验

175.469
177.500
178.438
179.219

理论

172.0874
173.9092
174.3523
175.0910

COMSOL 仿真

175.33
175.48
175.93
176.67

误差/%
1.93
2.02
2.29
2.30

表 6 不同转速下预扭梁的前两阶固有频率实验和理论结果对比（厚度为 1. 7 mm、预扭角为 15°）
Tab. 6 Experimental and theoretical results comparison of the first two order natural frequencies of the pre-twisted 

beam at different rotational speeds （Thickness is 1. 7 mm， pre-twisted angle is 15°）

转速/
（r·min−1）

0
200
400
600

1 阶固有频率/Hz
实验

29.219
29.531
30.313
31.406

理论

31.7003
31.8487
32.4726
33.5184

COMSOL 仿真

31.957
32.164
32.775
33.769

误差/%
8.49
7.85
7.12
6.73

2 阶固有频率/Hz
实验

185.156
185.781
186.094
186.875

理论

190.8238
190.9905
191.5024
192.3442

COMSOL 仿真

192.49
192.66
193.17
194.01

误差/%
3.06
2.80
2.91
2.93

图 13 不同转速下厚 1. 5 mm、预扭角 15°梁的加速度信号

Fig. 13 Acceleration signal of 1. 5 mm thick， 15° pre-twisted 
angle beam at different rotational speeds

图 14 不同转速下厚 1. 5 mm、预扭角 15°梁的频响曲线

Fig. 14 Frequency response curve of 1. 5 mm thick， 15° pre-

twisted angle beam at different rotational speeds

表 7 不同转速下预扭梁的前两阶固有频率实验和理论结果对比（厚度为 1. 5 mm、预扭角为 15°）
Tab. 7 Experimental and theoretical results comparison of the first two order natural frequencies of the pre-twisted 

beam at different rotational speeds （Thickness is 1. 5mm， pre-twisted angle is 15°）

转速/
（r·min−1）

0
200
400
600

1 阶固有频率/Hz
实验

26.401
26.563
27.500
28.750

理论

28.0471
28.3014
28.8482
30.0207

COMSOL 仿真

28.211
28.445
29.131
30.247

误差/%
6.23
6.54
4.90
4.42

2 阶固有频率/Hz
实验

164.844
166.094
166.250
166.719

理论

168.8401
169.0337
169.6077
170.5751

COMSOL 仿真

170.44
170.64
171.21
172.17

误差/%
2.42
1.77
2.02
2.31
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的理论结果与实验结果的误差对比图，圆点表示弹

性边界，方点表示等效固支边界，通过将边界弹簧刚

度调至弹性边界区间，1 阶频率的绝对误差可显著

减小，说明实验中可能存在由于约束不完全，边界处

于弹性边界区域的情况。

4　结  论

本文采用修正傅里叶级数法对位移函数进行展

开，建立了弹性边界下旋转梁的动力学模型，利用瑞

利 ‑里兹法推导了旋转梁的运动方程。通过调节边

界约束弹簧刚度模拟不同的边界条件，根据边界约

束条件将边界分为自由、弹性、固支三个区间。数值

计算结果表明该方法具有良好的收敛性。

在理论分析的基础上设计了直梁和预扭梁的旋

转实验，利用电磁铁对梁试件进行激励，能充分激起

梁的前两阶固有频率。将本文理论部分的边界条件

等效为固支边界，直梁的理论结果与 COMSOL 仿

真结果误差不超过 0.55%，与实验结果的误差最大

为 4.35%。预扭梁理论结果与 COMSOL 仿真结果

误差不超过 1.85%，验证了本文理论模型的准确性，

但与实验结果误差达 8.69%。可发现实验结果与理

论结果相比普遍偏小，且通过减小理论中边界弹簧

刚度可使 1 阶频率误差明显减小，说明实验中可能

存在由于约束不完全，边界处于弹性边界区域的情

况，进一步证明了研究弹性边界问题的必要性和本

文理论方法的准确性。实验结果分析表明：随着转

速、厚度的增大，各阶固有频率增大；预扭角增大对

1 阶固有频率的影响较小，但能显著降低 2 阶固有

频率。
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