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端齿同轴度误差对双锥度叶片-机匣系统加速
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摘要: 在航空涡轴发动机装配过程中，端齿同轴度误差是一个重要的技术指标，对整机系统的性能和使用寿命有重要的影响。

以航空涡轴发动机涡轮叶片⁃机匣为研究对象，考虑将端齿同轴度误差（定位误差和定向角误差）引入到叶尖⁃机匣的间隙方程

中，基于 Hamilton 能量原理和 Galerkin 方法建立了考虑双锥度叶片⁃机匣系统的非线性动力学模型，通过 ANSYS 有限元方法

验证了理论模型的正确性。在此基础上，运用 Newmark⁃β 数值求解方法分析了不同端齿同轴度误差对系统在定值加速函数

（函数 1）与余弦波加速函数（函数 2）下的瞬态响应的影响，数值计算结果表明：增加同轴度误差，会进一步缩小叶尖与机匣之

间的最小间隙，导致碰摩诱发的振幅更加严重；与函数 1 相比，采用函数 2 的加速度可以更快地通过系统临界转速，导致碰摩开

始时间提前，当靠近目标转速时，减速作用可以有效减少最大碰摩力和侵入量，以减缓系统的隆起现象和跳跃现象。
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Acceleration characteristics of double taper blade‑casing system 
considering the coaxiality errors of the curvic couplings
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Abstract: In the assembly process of an aero-turboshaft engine， the coaxiality errors of the curvic couplings are an important techni⁃
cal index， significantly affecting the performance and service life of the whole system. This study takes the turbine blade-casing of 
an aero-turboshaft engine as an example. The coaxiality errors （including both positional and orientation errors） of the curvic cou⁃
plings are introduced into the clearance function of the blade tip-casing， the nonlinear dynamic model of a rotating taper-blade cas⁃
ing system is then proposed based on the Hamilton variational principle and the Galerkin method. The effectiveness of the proposed 
model is verified using ANSYS software. Two different acceleration functions are proposed： Function 1 assumes a constant accel⁃
eration value， while Function 2 adopts a cosine wave form for acceleration. The effects of different coaxiality errors of the curvic 
couplings on the transient response during both acceleration functions are further investigated using Newmark-β numerical method. 
Simulation results show that an increase in the coaxiality error of the curvic coupling leads to a reduction in the minimum clearance 
between the blade tip and casing， resulting in a more serious amplitude amplification induced by blade-tip casing rubbing. Com⁃
pared with Function 1， Function 2 enables the system to pass through the critical speed more quickly， which advances the start 
time of rubbing. In addition， the maximum rubbing force and penetration depth can be effectively reduced due to the effects of the 
deceleration， weakening the rising and jumping phenomena in the system. 
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航 空 涡 轴 发 动 机 是 现 代 先 进 直 升 机 的“ 心

脏”［1⁃2］，含有端齿连接结构的转子⁃双锥度叶片系统

是其重要的组成部分，其中端齿连接结构是系统的

高精密定心元件，通过中心拉杆对端齿连接结构施

加预紧力，使得多盘转子连接成一体［3⁃4］。双锥度叶

片主要应用于涡轴发动机的涡轮叶片，其设计思想

是通过宽度和厚度的锥度比来调节叶片的气动载荷

分布，从而降低叶片的弯曲应力和应力集中程度，提

高叶片的承载能力和耐久性。端齿连接结构在装配

中或机器长期运行中，不可避免地需要经常拆卸，由

于其具有多个齿啮合，导致装配工艺复杂，定位要求

更高，需要高精度零点定位装置分多工序完成装配。

因此，端齿连接结构在装配过程中，难免会产生端齿

同轴度误差，包括定位误差和定向角误差，这会使得

叶尖与机匣之间的间隙逐渐缩小。此外，根据航空

涡轴发动机的设计要求，转子系统需要快速通过前

2 阶临界转速，因此转子系统经常处于启停或者加

减速的状态，此时系统的加速度随时间变化，导致高

转速旋转的叶片在加速过程中与机匣系统之间发生

碰摩的可能性增大。因此，对含有端齿同轴度误差

的转子⁃双锥度叶片系统的加速响应特性进行分析，

对中国航空涡轴发动机的理论研究和安全运行具有

重要的指导意义。

近年来，国内外学者对于连接结构的定位装配

进行了理论研究，发现定位精度不仅关系到转子装

配质量，还影响转子的动力学特性。关于定位误差

和装夹误差的相关研究，崔相武［5］以端齿连接结构

为定位元件设计了一种可重复、高精度、适合回转工

况的随行夹具，并对其进行了理论分析。王哲［6］以

端齿连接结构作为高精度零点定位装置，发现定位

误差中不仅存在端齿的加工误差，还包括了装夹过

程的误差。为了减少端齿装配误差的影响，CROC⁃
COLO 等［7⁃8］采用有限元软件对端齿连接结构装配

过程中的定位误差进行了仿真分析，并且推导了端

齿装配过程中的定位误差与端齿角不对中之间的数

学表达式，并通过实验验证了表达式的准确性。关

于同轴度误差的相关研究，WANG 等［9］提出了一种

间接测量端齿连接结构的定位和定向角误差的方

法，并在此基础上，推导了一种快速测量端齿同轴度

误差的优化模型，通过实验验证了其效果。CHAI
等［10］提出了一种非接触式光学测量方案，可用于快

速测量锥齿轮和花键之间的同轴度误差。ZHANG
等［11］提出了一种用于测量航空发动机装配过程中多

级转子之间同轴度的方法，通过比较基于中心基准

线、单一测量基准以及公共基准轴的三种测量模型，

并结合实验表明，基于公共基准轴的同轴度测试值

比另外两个方法的测量值更精确。关于端齿连接结

构的加工误差方面的研究，基于弹性平均原理，刘恒

等［12］推导了端齿连接结构的轴向偏差和同心偏差的

计算方法。孙帅等［13］基于端齿连接结构的加工原

理，分析了关键结构参数（节距偏差和初始齿面间

隙）对接触状态的影响规律，并通过优化安装相位误

差，减少了初始齿面间隙的方差和均值。

国内外学者还对于转子⁃叶片动力学建模展开

了一系列的研究。关于碰摩方面的研究，靳玉林

等［14］采用理论和实验相结合的方法建立了含有叶

片⁃机匣碰摩、滚动轴承游隙、联轴器不对中及不平

衡响应等因素的双转子⁃轴承非线性系统，并分析了

其碰摩响应。张力等［15］考虑碰摩造成的约束作用，

建立了碰摩约束条件的涡扇叶片⁃机匣的微分方程。

基于小波转换时⁃频信号的分析方法，梁智超等［16］对

转子⁃支撑⁃机匣碰摩模拟试验器的机匣振动响应进

行了提取。太兴宇等［17］采用理论和实验的方法模拟

了转子⁃叶片⁃定子系统的碰摩响应，研究表明，由于

定子的约束，系统的响应有明显的“削峰”现象。基

于多尺度摄动理论，李炳强等［18］模拟了不同法向碰

摩力、圆盘偏心以及阻尼系数对转子⁃叶片系统在主

共振状态下稳定性的影响规律。基于相似设计理

论，赵璐等［19］和侯理臻等［20］搭建了含有叶片飞脱装

置的叶片⁃机匣碰摩实验器模型，研究表明增大不平

衡量会引发超次谐波。马辉等［21］和郭旭民等［22］采用

Timoshenko 梁和圆柱壳理论，构建了旋转叶片⁃柔
性机匣动力学有限元模型，并分析了定加速度过程

中，由于碰摩导致的叶片振动和机匣振动响应。关

于双锥度叶片方面的研究，MADI 等［23］对比了锥形

叶片和无锥度叶片在风机涡轮叶片中动力学特性的

差异，结果表明锥形叶片在高转速下具有更高的效

率，能够降低压力损失和气动损失。HU 等［24］基于

平均 Navier⁃Stokes 方程，建立了无人机旋翼系统的

数值模型，并分析了长宽比和锥度比对系统悬停性

能的影响。研究结果表明，适当的锥度比可以增加

叶片的弦长，从而提高系统的效率。ZHANG 等［25］

研究了失谐量对叶片⁃轮盘⁃机匣碰摩特性的影响，

并在建立旋转叶片的有限元模型中考虑了双锥度叶

片的变截面特征和陀螺效应。

综上所述，关于端齿连接结构装配过程中同轴

度误差的研究，相关学者主要集中在连接结构的测

量方法方面，目前尚缺乏端齿安装过程中所产生的

定位误差和定向角误差对动力学特性影响方面的研

究。此外，针对转子⁃叶片碰摩问题，虽然一些学者

考虑了定加速过程中的振动响应，但是关于余弦加

速函数下振动响应的研究仍然鲜有报道。特别地，

端齿连接结构的设计、加工以及装配等技术已成为

新一代航空涡轴发动机的核心技术。然而，国内的
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相关研究相对薄弱，端齿连接结构的同轴度误差对

转子系统的装配精度和力学特性的影响尚不明确。

此外，在直升机执行任务时，不同加速环境下的振动特

性呈现明显差异，这已成为中国亟待解决的科学难题。

基于上述研究背景，本文首先分析了端齿盘的

定位原理，并推导出了端齿装配过程中的同轴度误

差（包括定位误差和定向角误差）的数学表达式。然

后，针对航空涡轴发动机中叶片的复杂形面特征，基

于 Hamilton 能量原理和 Galerkin 法建立了含有变截

面的双锥度叶片⁃机匣系统模型，并通过有限元方法

验证了模型的有效性和正确性。最后，采用数值积

分方法模拟了两种加速函数下端齿同轴度误差对叶

片⁃机匣碰摩响应在瞬态过程中的影响规律。

1　动力学模型的建立

图 1 为含有端齿连接结构的叶片⁃机匣示意图，

其耦合系统主要由双锥度叶片、机匣、端齿连接结

构、轮盘等组成， 其中圆弧段 AD 表示机匣弧长，弧

长对应的角度为 60°。

为了建模方便，本文在建立理论模型时采用了

以下假设条件：

（1） 各结构的材料均为各向同性材料，其本构

关系满足胡克定律，受力状态满足不变性公理。

（2） 不考虑轮盘的柔性变形，将轮盘视为刚性盘。

（3） 叶片简化为双锥度悬臂梁，机匣简化为集

中质量模型，叶片⁃机匣碰摩采用点⁃点接触来模拟

接触特征，碰摩范围仅发生在圆弧段 AD 内。

（4） 忽略碰摩过程中的摩擦热效应。

（5） 不考虑端齿连接结构啮合过程中的接触

效应。

1. 1　端齿同轴度误差的模型

端齿连接结构的定位和装配过程主要分为三个

步骤：首先是端齿基准盘的定位；其次是旋转工作转

台与端齿下盘的啮合（随行夹具与端齿上盘的装

夹）；最后是端齿上齿盘和下齿盘的预紧装配。在完

成端齿定位和安装过程中可能存在两种装配误差：

第一种误差是端齿定位误差，即端齿上、下齿盘在预

紧啮合过程中，由于加工误差以及预紧滑移，会引起

端齿下齿盘和上齿盘的形心与基准盘中心线之间存

在轴向偏移 Pmis，如图 2（a）所示；第二种误差是端齿

定向角误差，即端齿的上齿盘和下齿盘在完成啮合

之前，端齿下齿盘和旋转工作转台一起转动 N 个

齿，产生了旋转角 θm。由于轴向偏移的作用，导致旋

转角与转动中心线之间存在角偏差 γmis，如图 2（b）
所示。

上述两种误差在端齿安装过程中同时存在，因

此将它们统称为同轴度误差 Cmis，如图 3 所示，根据

几何位置关系，预紧前、后的端齿基准半径差 r 和定

向角误差 γmis 的数学表达式如下：

r = R 2
m + P 2

mis - 2Rm Pmis cos θm ，

γmis = arcsin [ Pmis

r
sin θm ] （1）

式中，Rm 表示端齿圆盘的节圆半径，Rm=（R i+Ro）/
2，R i和 Ro分别表示端齿圆盘的内半径和外半径；θm

表示端齿下齿盘的旋转角。

图 1 含有端齿连接结构的叶片⁃机匣系统示意图

Fig. 1 The schematic diagram of the blade⁃casing system 
with curvic couplings

图 2 端齿连接结构同轴度误差示意图

Fig. 2 Schematic diagram of coaxiality errors of curvic 
couplings

图 3 端齿定位误差和定向角误差之间的关系

Fig. 3 The relationship between the positioning errors and 
orientation errors
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通过式（1）可知，端齿下齿盘与转动中心线之间

的定向度误差呈 90˚对称分布，并且在旋转角 θm=
90˚时，定向角误差达到最大值。此外，为了满足端

齿连接结构的装配条件，最大定向角误差 γmis⁃max必须

小于端齿圆盘相邻齿间的角度步长，因此，得到以下

数学表达式：

γmis⁃ max < 360°
z

（2）

式中，z表示端齿连接结构的齿数。

结合式（1）和（2），为确保正确安装，可以计算出

最大定位误差 Pmis⁃max的上限阈值需要满足最大定向

角误差 γmis⁃max （θm=90˚）的情况，表达式为：

Pmis⁃ max < r ⋅ sin ( 360∘

z
)≈ Rm sin ( 360∘

z
) （3）

1. 2　双锥度叶片的建模

双锥度叶片如图 4 所示，其中 Lb 表示叶片的总

长度，b1、b2 分别为叶根和叶尖处的宽度，h1、h2 分别

为叶根和叶尖处的厚度。u、v、w 分别表示双锥度叶

尖上任意位置 Q 点在径向、横向和摆动方向上的变

形。Xb、Yb、Zb分别为双锥度叶片在局部坐标系下的

径向、横向、摆动方向上的位移。ξb为叶片上无量纲

轴向位置（ξb=x/Lb），bb（ξb）和 hb（ξb）分别表示叶片

在轴向位置 ξb上任意截面相对于叶根处的宽度和厚

度，具体的表达式如下：

bb ( ξb )= b1[ ]1 + ( )1 - ηb ξb （4）

hb ( ξb )= h1[ ]1 + ( )1 - ηh ξb （5）

式中，ηb和 ηh分别为双锥度叶片沿着宽度方向、厚度

方向的锥度比［26］，具体表达式为：ηb=1-b2/b1 和

ηh=1-h2/h1。

假设轴向位置 ξb处的变截面面积 Ab（ξb）为具有

两个待定系数的函数模式，变截面惯性矩 Ib（ξb）为具

有四个待定系数的函数模式，其表达式如下：

A b ( ξb )= A b1 (1 + ε1 ξb + ε2 ξ 2
b ) （6）

Ib ( ξb )= Ib1 (1 + γ1 ξb + γ2 ξ 2
b + γ3 ξ 3

b + γ4 ξ 4
b )（7）

式中，ε1 和 ε2 为变截面面积的二次待定系数；γ1、γ2、

γ3、γ4 为变截面惯性矩的四次待定系数；Ab1、Ib1 分别

为叶根处的变截面面积、变截面惯性矩，表达式分别

为：Ab1=b1h1和 Ib1=（1/12）b1h3
1。

进一步，将式（4）和（5）代入到式（6）和（7）中，求

得待定系数表达式为：

ε1 = -( )ηb + ηh ，ε2 = ηb ηh （8）
γ1 = -3ηh - ηb，γ2 = 6η2

h，

γ3 = -4η3
h，γ4 = ηb η3

h （9）
双锥度叶片的总动能表达式如下［27］：

T blade = 1
2 ρb∫

0

Lb

ṙ 2
Q A b ( ξb ) dx （10）

式中，ρb表示双锥度叶片的密度；rQ表示固定坐标下

的位移矢量，符号“·”表示时间的一阶偏导，其具体

的符号描述和表达式参见文献［3，28］。

考虑到双锥度叶片在旋转过程中的离心载荷、

旋转软化、叶片⁃机匣的碰摩特征，其势能可以表

示为：

U blade=
1
2 ∫

0

Lb

fc( x) ( ∂v
∂x ) 2

dx+

1
2 ∫

0

Lb

E b Ib ( ξb ) ( ∂φ
∂x ) 2

dx+ 1
2 ∫

0

Lb

E b A b ( ξb ) ( ∂u
∂x ) 2

dx+

1
2 ∫

0

Lb

κb A b ( ξb ) G b( ∂v
∂x

-φ) 2

dx+ 1
2 F n∫

0

Lb ( ∂v
∂x ) 2

dx

（11）
式中，φ 表示叶片在局部坐标系下的截面转角；

fc（x）、Fn、Eb、Gb、κb 分别表示双锥度叶片的离心载

荷、叶片法向碰摩力、弹性模量、剪切模量、剪切因

子，具体符号描述参见文献［3］。

1. 3　间隙函数

图 5 为含有同轴度误差的双锥度叶片与机匣之

间的间隙示意图。图中，O 为端齿连接结构的中心，

图 5 双锥度叶片与机匣之间的间隙示意图

Fig. 5 Schematic diagram of the gap between the double 
taper blade and casing

图 4 双锥度旋转叶片示意图

Fig. 4 Schematic diagram of the double taper rotating blade
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Ocasing 为机匣中心，rg（rg=Lb+Rd）为静态（转速 Ω=
0）时叶尖轨迹半径，其中 Rd 表示轮盘半径，uL 表示

叶尖径向位移，ec表示静态平行不对中量，δn表示旋

转叶片和机匣之间的侵入深度，g0（g0=Rcasing-Rd-
Lb）表示旋转叶片与机匣之间的间隙函数，ucasing 和

Rcasing分别表示机匣径向位移和机匣半径，φ1为初始

相位角，Kcasing和 Ccasing分别表示机匣在径向方向的刚

度和阻尼。

根据碰摩发生前后的几何位置关系，B 点、C
点、O casing 点三点构成了一个直角三角形，它们之间

的关系式为：

( )CB 2 + ( )COcasing
2 = ( )BOcasing

2
（12）

因此，根据上式，得到以下表达式：

[ ec + Pmis +( rg + C rub ) cos ( Ωt + φ 1 + γmis ) ]2 +
[( rg + C rub ) sin ( Ωt + φ 1 + γmis ) ]2 = R 2

casing （13）
对上式求解，得到含有端齿同轴度误差的叶片

与机匣之间的间隙函数表达式为：

C rub = -( ec + Pmis ) cos ( Ωt + φ 1 + γmis )+

R 2
casing -( ec + Pmis )2 sin2 ( Ωt + φ 1 + γmis )

（14）

1. 4　两种加速度函数

为了考虑端齿同轴度对叶片⁃机匣系统在升速

过程中的影响，本文在建立航空涡轴发动机的数学

模型时，采用了两种不同的加速度函数来模拟速度

的变化率。其中，函数 1 是传统的定加速度形式，适

用于描述加速过程和稳态过程。这种方式简单易

行，但也有缺点。在飞行过程中，从加速过程到稳态

过程，速度会突变，导致加速度理论上无穷大，容易

产生刚性冲击。函数 2 是余弦函数形式，适用于描

述加速度的正弦波变化。这种方式可以使系统在加

速过程到稳态过程中，转速变化平缓，避免过大的冲

击力，保证发动机的稳定性和可控性。但也有风险，

余弦函数使转速先加速后减速的变化，可以短时间

内达到最大推力，提高直升机的机动性能，但也可能

导致压气机踹振或涡轮叶片损坏。

（1） 函数 1：加速度函数 Ω̇ 1 ( t )、速度函数 Ω 1 ( t )
以及角位移函数 θ1 ( t )分别为：

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

Ω̇ 1 ( t )= Ω end - Ω 0

tacc 
， 0 ≤ t ≤ tacc 

Ω 1 ( t )= Ω 0 + Ω end - Ω 0

tacc 
t， 0 ≤ t ≤ tacc

θ1 ( t )= θ0 + Ω 0 t + Ω end - Ω 0

2tacc 
t 2， 0 ≤ t ≤ tacc 

（15）

式中，Ωend、Ω0 分别表示稳定后的目标转速以及初始

速度；tacc为加速时间；θ0表示初始角位移。

（2） 函数 2：加速度函数 Ω̇ 2 ( t )、速度函数 Ω 2 ( t )
以及角位移函数 θ2 ( t )分别为：

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

Ω̇ 2 ( t )= Ω end - Ω 0

tacc 
- Ω end - Ω 0

tacc 
cos ( )2π

tacc 
t ，

                0 ≤ t ≤ tacc 

Ω 2 ( t )= Ω 0 + Ω end - Ω 0

tacc 
t - Ω end - Ω 0

2π sin ( )2π
tacc 

t ，

                0 ≤ t ≤ tacc 

θ2 ( t )= θ0 + Ω 0 t + Ω end - Ω 0

2tacc 
t 2 +

                ( )Ω end - Ω 0 tacc 

( 2π )2 cos ( )2π
tacc 

t ，

                0 ≤ t ≤ tacc 

（16）
根据式（15）和（16），两种函数的加速度变化曲

线和速度变化曲线如图 6（a）和图 6（b）所示。

从图 6（a）和（b）可以看出，函数 1 和函数 2 分别

用定值和余弦波来模拟加速度随时间的变化，用固

定斜率和正弦波斜率来模拟速度随时间的变化。相

比于函数 1，函数 2 的速度变化刚开始缓慢，在时间

历程的 1/3 处，其加速度逐渐超过函数 1，在时间历

程的 1/2 处，其速度开始超过函数 1，在时间历程的

2/3 处，加速度落后于函数 1，在时间历程为 10.47 s
时，速度最终减速达到目标转速。

图 6 两种加速函数变化曲线

Fig. 6 Variation curves of two kinds of acceleration function

424



第  2 期 金 淼，等： 端齿同轴度误差对双锥度叶片-机匣系统加速特性分析

1. 5　外力所做的功

叶尖与机匣之间外力所做的功为双锥度叶片所

承受的气动载荷和叶尖与机匣接触时产生的摩擦力

所做的功之和：

W non =∫
0

Lb

F e ⋅ vdx + W rub （17）

式中，Fe 为双锥度叶片所承受的气动载荷，其表达

式为：

F e = F 0 + Fm1 sin é
ë
êêêê

ù
û
úúúúk1 ( Ωt + 1

2 Ω̇t 2 ) +

Fm2 sin é
ë
êêêê

ù
û
úúúú2k1 ( Ωt + 1

2 Ω̇t 2 ) +

Fm3 sin é
ë
êêêê

ù
û
úúúú3k1 ( Ωt + 1

2 Ω̇t 2 ) + ⋯ +

Fmj sin é
ë
êêêê

ù
û
úúúújk1 ( Ωt + 1

2 Ω̇t 2 ) （18）

式中，F0为气动载荷的常量；k1为叶片障碍数目；Fmj

为单位面积的气动载荷的幅值，j 表示第 j 次的谐波

分量。

叶片与机匣接触时产生的摩擦力所做的功 W rub

的表达式为：

W rub = 1
2 F n uL + 1

2 μ c F n uL （19）

式中，μc为叶片与机匣之间的摩擦系数。F n 为法向

碰摩力，表达式为：

F n = L b Γ 1 K casing χ （20）
式中，

χ =

-5 ( )α c Γ 1 - 2 δn

L b
+ 5 α c 5Γ 1 ( )Γ 1 + 4

α c

δn

L b
+ 12μ2

c
δn

L b

20Γ 1 - 10
α c

δn

L b
+ 6α c μ2

c

，

αc=（Rd+Lb）/Rd，Γ 1 = Γ 0 /K casing，

Γ 0 = E b Ib ( ξb ) 3
L 3

b
+ ρb A b ( ξb ) Ω 2 ( 81

280 L b + 3
8 R d )-

1
3 ρb A b ( ξb ) Ω 2 1 + ce + c2

e

1 + ce
，

其中，ce为速度限制系数，本文取 ce=0.9。

1. 6　系统建模

将上述旋转叶片⁃机匣系统的动能、势能、外力所

做的功代入到静态 Hamilton原理表达式中，得到：

δ ∫
t1

t2

( T blade + T casing - U blade - U casing + W non ) dt = 0

（21）
式中，δ 表示变分积分；t1 和 t2 表示任意时间；T casing、 
U casing 分别表示机匣的动能和势能。

可以通过 Galerkin 方法对旋转叶片的叶片径向

位移 u（x，t）、叶片横向位移 v（x，t）以及叶片摆动方

向位移 φ（x，t）进行离散化处理，其表达式为：

ì

í

î

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

u ( x，t )= ∑
i = 1

Nmod

ϕ1i ( x ) pi ( t )

v ( x，t )= ∑
i = 1

Nmod

ϕ2i ( x ) qi ( t )

φ ( x，t )= ∑
i = 1

Nmod

ϕ3i ( x ) wi ( t )

（22）

式中，pi（t）、qi（t）、wi（t）分别为叶片径向、横向以及

摆动方向对应的正则坐标；ϕ1i、ϕ2i、ϕ3i分别为径向、横

向、摆动方向位移的振型函数，其具体表达式为：

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ϕ1i = sin ( αi x )
αi

ϕ2i = ( cosh ( λi x )- cos( λi x ) )-
sinh λi - sin λi

coshλi + cosλi

( sinh ( λi x )- sin ( λi x ) )

ϕ3i = 1 - cos ( αi x )
αi

（23）

式中，αi=（2i-1）π/2，i=1，2，3，…，Nmod 为模态截

断阶数，本文取 Nmod=4；λi为第 i 阶振型函数的特征

值，其值由以下特征方程来决定：

1 + coshλi - cosλi = 0 （24）
将式（22）和（24）代入到式（21）中，旋转叶片⁃机

匣系统离散后的运动微分方程为：

M B q̈B + (CB + GB) q̇B + KBqB = FB + F e（25）
式中，MB、CB、GB、KB、qB、FB 分别为双锥度叶片的质

量矩阵、阻尼矩阵、陀螺矩阵、刚度矩阵、广义坐标向

量以及广义外载荷。其中阻尼矩阵 CB 采用瑞利阻

尼矩阵，其表达式如下：

CB = νM B + ηKB （26）
式中，

ν = 4πf( n1 ) f( n2 ) ( ξ1 f( n2 ) - ξ2 f( n1 ) ) / ( f 2
( n2 ) - f 2

( n1 ) )，
η = ( ξ2 f( n2 ) - ξ1 f( n1 ) ) / [ ]π ( f 2

( n2 ) - f 2
( n1 ) ) ，

其中，模态阻尼比为 ξ1=0.01、ξ2=0.02，f（n1）和 f（n2）为

系统的第一阶和第二阶固有频率。

在式（26）中，KB=Ke+Kcentrifuge+Kspin+Kacc+KF，

其中Ke、Kcentrifuge、Kspin、Kacc、KF分别为双锥度叶片的结

构刚度矩阵、应力刚化刚度矩阵、旋转软化矩阵、加

速刚度矩阵以及外力刚度矩阵。其中叶片结构刚度

矩阵为：

K e =
é

ë

ê

ê
êê
ê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

úK e1 K e2 0
K e4 K e5 0
0 0 K e9

（27）

式中，矩阵中各个元素表达式为：
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K e1 ( j，i )= E b A b ( ξb ) ϕ'1i ϕ1j |x = Lb
x = 0 -

        ∫
0

Lb

E b[ ]A 'b ( ξb ) ϕ '1i ϕ1j + A b ( ξb ) ϕ″1i ϕ1j dx，

K e2 ( j + N mod，i + 2N mod )=
       κb A b ( ξb ) G b (-ϕ 3i ϕ2j ) |x = Lb

x = 0 +

        ∫
0

Lb

κb G b[ ]A 'b ( ξb ) ϕ3i ϕ2j + A b ( ξb ) ϕ '3i ϕ2j dx，

K e4 ( j + 2N mod，i + N mod )=

        -κb G b∫
0

Lb

[ ]A b ( ξb )- A'b ( ξb ) ϕ'2i ϕ3j dx，

K e5 ( j + N mod，i + N mod )= κb A b ( ξb ) G b ϕ '2i ϕ2j |x = Lb
x = 0 -

       κb G b∫
0

Lb

[ ]A 'b ( ξb ) ϕ2i ϕ2j + A b ( ξb ) ϕ″2i ϕ2j dx，

K e9 ( j + 2N mod，i + 2N mod )= E b Ib ( ξb ) ϕ '3i ϕ3j |x = Lb
x = 0 -

       ∫
0

Lb

E b[ ]I 'b ( ξb ) ϕ '3i ϕ3j + Ib ( ξb ) ϕ '3i ϕ3j dx +

       κb G b∫
0

Lb

[ ]A b ( ξb )- A 'b ( ξb ) ϕ3i ϕ3j dx -

       ∫
0

Lb

κb A b ( ξb ) G b ϕ '3i ϕ3j dx。
叶片应力刚化刚度矩阵为：

K centrifuge = diag ( 0    K c1    0 ) （28）
式中，

K c1 ( j + N mod，i + N mod )= fc ( x ) ( ϕ '2i ϕ2j ) |x = Lb
x = 0 -

∫
0

Lb

[ ]f 'c ( x ) ϕ '2i ϕ2j + fc ( x ) ϕ″2i ϕ2j dx。
叶片旋转软化矩阵为：

K spin = diag ( K s1    K s2    K s3 ) （29）
式中，矩阵中各个元素表达式为：

K s1 ( j，i )= -∫
0

Lb

A b ( ξb ) ρb Ω 2 ϕ1i ϕ1j dx，

K s2 ( j + N mod，i + N mod )=

-∫
0

Lb

A b ( ξb ) ρb Ω 2 ϕ2i ϕ2j dx，

K s3 ( j + 2N mod，i + 2N mod )=

-∫
0

Lb

Ib ( ξb ) ρb Ω 2 ϕ3i ϕ3j dx。

叶片加速度导致的刚度矩阵为：

K acc =
é

ë

ê

ê
êê
ê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

ú0 K a1 0
K a2 0 0
0 0 0

（30）

式中，矩阵中各个元素表达式为：

K a1 ( j，i + N mod )= -ρb Ω̇ ∫
0

Lb

A b ( ξb ) ϕ2i ϕ1j dx，

K a2 ( j + N mod，i )= ρb Ω̇ ∫
0

Lb

A b ( ξb ) ϕ1i ϕ2j dx。
叶片外力导致的刚度矩阵为：

KF = diag ( 0    KF1    0 ) （31）
式中，

KF1 ( j + N mod，i + N mod )= F n ( ϕ '2i ϕ2j ) |x = Lb
x = 0 -

∫
0

Lb

( F n ϕ '2i ϕ2j + F 'n ϕ″2i ϕ2j ) dx。
假设机匣简化为集中质量点，叶尖与机匣碰摩

特征为静态接触过程，其运动微分方程为：

M casing q̈ casing + C casing q̇ casing + K casingq casing = F casing

（32）
式中，Mcasing、Ccasing、Kcasing、Fcasing 分别为机匣的质量矩

阵、阻尼矩阵、径向刚度矩阵以及叶尖对机匣的碰摩

反力矩阵；q casing 为机匣的广义坐标向量。本文旋转

叶片⁃机匣系统的材料参数和结构参数如不作特殊

说明，具体数值如表 1 所示。

2　模型验证

本文以端齿连接结构的叶片⁃机匣系统为研究

对象，其具体几何尺寸和材料参数分别如图 1 和表 1
所示。叶片⁃机匣碰摩简化为一个准静态接触过程，

其中机匣假设为刚性结构，叶片被视为柔性结构。

因此，碰摩过程可以看成是柔性叶尖与局部刚性机

匣的接触，其碰摩范围发生在机匣圆弧段 AD 内，其

弧长对应的角度为 60°。该系统由端齿连接结构、双

锥度叶片、轮盘、机匣系统等部件组成，其中双锥度

叶片被视为悬臂梁结构，采用 Timoshenko 梁单元

表 1 端齿连接旋转叶片-机匣系统材料参数和结构参数

Tab. 1 The material and structural parameters of the rotating blade-casing system with curvic couplings

端齿连接结构的参数

型号

齿数 z

端齿盘外半径 Ro/mm
端齿盘内半径 R i/mm
端齿分度圆半径 Rm/

mm
压力角 α/(º)
齿形角/(º)

数值

CC1033

20

62
44

52.8

30
60

转子-叶片结构参数

叶片长度 Lb/mm

叶根宽度 b1/mm

叶尖宽度 b2 /mm
叶根厚度 h1/mm

叶尖厚度 h2/mm

轮盘半径 Rd/mm
相位角 φ1/ (º)

数值

80

45

30
5

4.5

142
180

叶片材料参数

弹性模量 Eb/GPa

剪切模量 Gb/GPa

密度 ρb/(kg·m-3)
泊松比 υ

剪切系数 κb

数值

131

46.16

8700
0.419

0.86

机匣相关参数

机匣半径 Rcasing/mm
机匣径向刚度 Kcasing/

(MN·m-1)
机匣阻尼 Ccasing/(N·s·m-1)

机匣间隙 g0/mm

机匣密度 ρc/(kg·m-3)

机匣厚度 hc/mm
机匣长度 Lc /mm

数值

224

20

100
2

4380

3
30
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（ANSYS 中的 Beam188 单元）进行模拟，其被划分

为 4 个单元，5 个节点。机匣被视为刚性单元，采用

集中质量单元（ANSYS 中的 Mass21 单元）进行模

拟。为了验证本文建模方法的正确性和有效性，本

文将理论模型与 ANSYS 有限元软件获得的系统

固有频率进行对比分析，图 7 显示了双锥度叶片在

Ω=0 时的振型图，表 2 给出了对应的固有频率对比

结果。从表 2 中可知，本文的理论模型与有限元软

件 结 果 吻 合 良 好 ，仅 在 一 阶 振 型 存 在 最 大 误 差

1.06%，这验证了理论模型固有频率的准确性。

为了验证本文法向碰摩力模型的准确性，使用式

（20）与文献［29］中实验测试结果进行对比验证，实验

参数设置如下：转速 Ω=1000 r/min， 钢制机匣径向

刚度 Kcasing 为 3.5×107 N/m，叶片的弹性模量 Eb 为

210 GPa， 密度 ρb为 7800 kg/m3， 泊松比为 0.3，长度

Lb为 82 mm， 叶尖与机匣之间的摩擦系数 μc为 0.274，
叶尖和叶根宽度为 44 mm，叶尖和叶根厚度为 3 mm。

图 8 展示了在 Ω=1000 r/min 时，法向碰摩力随

侵入量的变化曲线。对于叶片和钢制机匣而言，在

侵入量∈（20，60） μm 之间时，理论模型和实验结果

吻合较好。然而，在侵入量∈（60，80） μm 之间时，实

验测试值大于理论值。理论模型和实验方法都表明

随着侵入量的增加，法向碰摩力随之增加，并且二者

呈非线性变化。造成大侵入量存在误差的原因可能

是随着侵入量的增加，机匣刚度发生了改变，另外一

个原因是，随着伺服进给量的增加，叶尖与机匣之间

的摩擦系数也发生了改变。综上所述，本文模型可

为后续开展瞬态响应分析提供可靠的理论基础。

3　数值模拟与讨论

本节讨论了双锥度叶片在两种加速函数和端齿

同轴度误差 Cmis（包括定向角误差 γmis 和定位误差

Pmis）下的瞬态响应。其中，静态平行不对中量 ec 设

置为 1.975 mm，加速区间为 0~10000 r/min，稳态转

速为 10000 r/min。根据文献［5］可知，国内外主流

快速随行夹具的定位精度为 3~5 μm。为了更直观

地区分同轴度误差的差异，本文分别选取 5、10 和

15 μm 三种同轴度误差进行分析。叶片的几何尺寸

和材料参数与第 2 节相同，详细的运行工况以及仿

真参数如表 3 所示。需要说明的是 k1=10 表示气动

载荷的激振频率为转频的 10 倍，用以模拟气动载荷

的影响。在本节中，气动载荷 Fe表示作用在叶片表

面的压力，并取气动载荷的第一次谐波， 即 Fe=
Fm1sin（k1Ωt）。

图 8 法向碰摩力和侵入量之间的关系（Ω=1000 r/min）
Fig. 8 The relationship between normal rubbing force and 

penetration depth（Ω=1000 r/min）

图 7 双锥度叶片在 Ω=0 时的振型图

Fig. 7 Mode of vibration diagram of the double taper blade at 
Ω=0

表 3 仿真工况参数

Tab. 3 Simulation case parameters

参数

端齿同轴度

误差

变化的参数

Cmis=5 μm
Cmis=10 μm
Cmis=15 μm

不变的参数

Fm1=20 N/m，

Ω·1=100 rad/s2，

k1=10

注：同轴度误差 Cmis表示同时存在定位误差和定向角误差。例如，当

Cmis=5 μm 时，定位误差为 Pmis=5 μm，且对应相应的定向角误差。

表 2 双锥度叶片‑机匣系统在 Ω=0的固有频率

Tab. 2 Natural frequencies of the double taper blade-casing 
system at Ω=0

阶数

f(n1)

fnc1

f(n2)

f(n3)

f(n4)

f(n5)

f(n6)

固有频率/Hz
理论解

540.27
2351.20
3114.10
8403.50

13152.40
17412.60
36707.84

有限元解

563.74
2351.20
3120.20
8517.50

13383.00
16863.00
36697.00

误差/
%

1.06
0.00
0.05
0.34
0.43
0.80
0.01

振型描述

叶片一阶振型

机匣固有频率

叶片二阶振型

叶片三阶振型

叶片四阶振型

叶片五阶振型

叶片六阶振型
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图 9 展示了不同端齿同轴度误差下，系统在两

种函数下的叶尖径向振动响应曲线。图中，叶尖与

机匣之间的最小间隙 Cmin 与初始间隙、不对中量和

同轴度误差有关，当叶尖径向振幅超过最小间隙

Cmin 时，系统会发生碰摩现象，其对应的最小间隙

Cmin的值已在图中用红色虚线表示。

由图 9 可知，随着端齿同轴度误差 Cmis 的增加，

最小间隙 Cmin=g0-ec-Cmis减少，叶尖径向位移的幅

值放大现象变得更加明显。当升速到 5.2 s 时，函数

2 的叶尖径向位移超过了函数 1 的值，这表明此时函

数 2 的速度开始超过函数 1，因此函数 2 的碰摩开始

时间将早于函数 1。此外，随着端齿同轴度误差的

增加，函数 1 和函数 2 的碰摩开始间距逐渐缩小，说

明系统的碰摩程度随着端齿同轴度误差的提高而增

强，碰摩力增加，碰摩加剧。从图 9 中还可知，函数

1 与函数 2 的叶尖径向振动响应与图 6（b）的速度变

化趋势相似。叶尖径向位移在加速过程中逐渐增

加，在 10000 r/min 达到最大，并且系统转速达到

10000 r/min 时进入到稳态过程。此外，与函数 2 相

比，函数 1 在目标转速 10000 r/min 处时有明显的隆

起现象，这是一种典型的碰摩故障［30⁃31］，这主要因

为函数 1 在升速过程到稳定过程中，其加速度由

100 rad/s2 直接降到 0 rad/s2，加速度的变化有明显

的突变，导致机匣给予叶片一个明显的反弹冲击力，

使系统出现隆起现象。这表明加速函数 2 采用的余

弦函数在加速过程到稳态过程中可以起到有效的缓

冲作用。图 9 中的局部放大图展示了不同同轴度误

差下的径向振动响应。从局部放大图中可以看出，

随着同轴度误差的增加，叶片径向方向的振幅会加

剧，函数 1 的径向位移在正、负方向都有明显的幅值

放大现象，而函数 2 的径向位移仅在负方向有明显

的幅值放大现象，这归因于函数 2 在从加速到稳态

过程中有减速作用，因此函数 1 产生的隆起现象也

更为突出。

为了更清楚地分析两种函数下端齿同轴度误差

对叶尖弯曲方向振动特性的影响，考虑同轴度误差

（5 μm）下叶尖弯曲方向的振动响应曲线和三维瀑

布图如图 10 和 11 所示。

从图 10 中可以看出，函数 2 的共振峰之间的间

隔时间 Δt2要小于函数 1 的 Δt1，这说明函数 2 可以更

快地通过临界转速。因此，函数 2 的碰摩范围比函

数 1 的更长。

图 9 两种函数下不同同轴度误差对叶尖径向振动的影响

Fig. 9 The influence of different coaxiality errors on the 
blade tip in radial direction vibration under two functions

图 10 两种函数下同轴度误差对叶尖弯曲振动的影响（5 μm）

Fig. 10 The influence of coaxiality error （5 μm） on the blade 
tip in bending direction vibration under two functions
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结合图 10 和 11 可以看出，在气动载荷作用下，

系统在 3300 r/min（此时转频 fr=55 Hz）转速处会出

现叶片一阶弯曲共振，这是因为气动激励频率 10fr

接近于叶片第一阶弯曲频率（见图 11 和表 2）。在

8823 r/min 处出现幅值放大现象，这是因为 3fr 与叶

片一阶弯曲振动 f（n1）十分接近（见图 11 和表 2）。在

9945 r/min（此时 fr=166 Hz）转速处出现了超谐波

共振现象，这是由于 18fr与叶片的二阶固有频率 f（n2）

相接近所致（见图 11 和表 2）。

通过对比两种函数的叶尖弯曲振动响应，发现

第二种函数的气动幅频引起的幅值放大现象比第一

种函数略微降低，这主要是因为第二种函数通过临

界转速的加速度值略大，使得加速度刚度矩阵 Kacc

增加，导致振幅较小。与函数 1 相比，函数 2 在

9945 r/min 时有更明显的幅值放大现象，这是由两

个原因所造成：（1） 在加速到 9 s 时，函数 2 的加速度

值小于函数 1 的值，使得加速度刚度矩阵 Kacc减少，

导致共振峰的振幅增加；（2） 在该转速下，系统处于

碰摩阶段，由于函数 2 的转速大于函数 1 的转速，高

转速导致函数 2 的碰摩力大于函数 1 的碰摩力，这也

导致了共振峰的幅值放大现象更加明显。

图 12 和 13 为在两种函数下，不同端齿同轴度误

差对系统的侵入量和法向碰摩力的影响。从图中可

以看出，在加速过程中，两种函数的侵入量 δn和法向

碰摩力 Fn 与叶尖径向位移的变化趋于一致，均在

10000 r/min时达到最大，并且在稳态过程中趋于平稳。

如图 12（a）和图 13（a）所示，函数 1 的侵入量 δn

和法向碰摩力 Fn在加速过程中呈线性增加趋势，其

时域曲线呈锯齿状，在加速到 10000 r/min 时达到最

大值。从图中还可以发现，在进入稳态过程的瞬间，

可以观察到侵入量 δn 和法向碰摩力 Fn 均发生了显

著的幅值突变，表明系统在从加速度过程到稳态过

图 12 两种函数下不同轴度误差对侵入量的影响

Fig. 12 The influence of different coaxiality errors on 
penetration depth under two functions

图 13 两种函数下不同轴度误差对法向碰摩力的影响

Fig. 13 The influence of different coaxiality errors on normal 
rubbing force under two functions

图11 两种函数同轴度误差对叶尖弯曲振动的影响（5 μm）

Fig. 11 The influence of different coaxiality errors on blade 
tip in bending direction （5 μm） under two functions
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程中出现了跳跃现象，并且随着同轴度误差的增加，

跳跃现象愈加明显。如图 12（b）和 13（b）所示，函数

2 的侵入量 δn和法向碰摩力 Fn在加速过程中刚开始

呈线性增加趋势，其增长速率超过函数 1。但是当

升速接近于 8900 r/min 时，其侵入量和法向碰摩力

增长速率开始减缓，其时域曲线呈背鳍状。这是由

于函数 2 的加速度逐渐减小，因此每次发生碰摩后，

叶片振动都会衰减，导致幅值出现反复回弹现象。

此外，在通过最大转速 10000 r/min 时，函数 2 的跳

跃现象明显低于函数 1，这主要因为函数 2 的加速度

采用余弦函数形式，在靠近最大转速时，其加速度值

趋近于零，使得跳跃现象程度减弱。

在叶片⁃机匣系统中，引入一个与碰摩力和碰摩

时间相关的冲量来表征碰摩程度，其数值大小表示

每个旋转周期内最大法向碰摩力与最小碰摩时间的

乘积。对于端齿同轴度误差为 Cmis=5、10 和 5 μm，

函数 1 的冲量分别为 0.3255、0.5058 和 0.6930 N·s，
表示函数 1 的冲量与端齿同轴度误差之间存在线性

关 系 。 函 数 2 的 冲 量 分 别 为 0.3089、0.4572 和

0.6084 N·s，表明随着端齿同轴度误差的增加，函数

2 的冲量逐渐减缓，这也说明在相同端齿同轴度误

差下，函数 2 的最大冲量明显小于函数 1，因此函数 2
的碰摩程度更小。

4　结  论

本文以含有端齿同轴度误差的转子⁃叶片系统

为例，对端齿连接结构在装配过程中产生的端齿同

轴度误差（包括端齿定位误差和端齿定向角误差）进

行了定量描述，基于 Timoshenko 梁理论和 Galerkin
方法，建立了双锥度叶片⁃机匣动力学模型，并通过

ANSYS 商用软件验证了模型的有效性，分析了端

齿同轴度误差对双锥度叶片⁃机匣系统在两种加速

函数下的瞬态响应的影响规律，并得出了以下结论：

（1） 通过比较函数 1 和函数 2，函数 2 的共振峰

间隔时间 Δt2明显小于函数 1 的共振峰间隔时间 Δt1。

这表明与函数 1 相比，函数 2 可以更快地通过临界转

速，从而导致碰摩开始时间提前。

（2） 随着端齿同轴度误差的增加，叶尖与机匣

之间的间隙减少，叶尖碰摩区域逐渐增加。在升速

过程中，转子共振现象在 3fr、18fr处出现明显的幅值

放大现象，其中 3fr引起的超谐波共振现象最为明显。

（3） 端齿同轴度误差的增加会导致叶尖碰摩范

围增大，碰摩时间延长，碰摩加剧，系统的侵入量和

法向碰摩力在最高转速处出现明显的跳跃现象，并

伴有明显的隆起现象，函数 2 可以有效地减少高转

速时的跳跃现象和隆起现象。
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