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转子动响应灵敏度分析的多复域摄动法
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摘要: 动响应灵敏度分析广泛应用于转子模型修正、参数识别和结构优化等问题。本文提出了一种基于多复域摄动的转子动

响应一阶、二阶和混合灵敏度分析方法。分别在两个复数方向对设计参数进行摄动，得到双复数域的转子系统动力学方程，运

用柯西⁃黎曼矩阵将复数运动方程扩维得到等价实数运动方程，求解等价实数运动方程，从而同时得到系统响应、一阶灵敏度

和二阶灵敏度，并获得动响应灵敏度的 Hessian 矩阵。以单盘转子系统和燃气发生器转子系统为研究对象进行数值仿真分析，

验证所提转子动响应灵敏度分析方法的正确性。相较于传统的有限差分法，多复域摄动法对摄动步长引起误差的不敏感，求

解精度更高。
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Abstract: Rotor dynamic response sensitivity analysis is widely used in rotor model updating， parameter identification and structur⁃
al optimization. In this paper， a first-order， second-order and mixed sensitivity analysis method for dynamic response of rotor sys⁃
tem based on multi-complex domain perturbation method is proposed. The design parameters are perturbed in two complex direc⁃
tions respectively， and the motion equation of the rotor system in the double complex domain is obtained. Using the real matrix ex⁃
pression of the complex number， the complex motion equation is extended to obtain the equivalent real motion equation. By solving 
the equivalent real motion equation， the system response， first-order sensitivity and second-order sensitivity can be obtained simul⁃
taneously， and the Hessian matrix of dynamic response sensitivity can also be obtained. The numerical simulation analysis of single-

disk rotor system and gas generator rotor system is carried out to verify the correctness of the rotor dynamic response sensitivity 
analysis method of multi-complex domain perturbation method. Compared with the traditional finite difference method， the multi-
complex domain perturbation method shows insensitivity to the error caused by the perturbation step size， and the solution accuracy 
is higher.

Keywords: rotor dynamic response；multi-complex domain perturbation method；second-order sensitivity；mixed sensitivity

转子动响应灵敏度可定量反映设计参数变化对

动响应的影响，在转子系统模型修正［1⁃3］、参数识

别［4⁃5］和动力学优化［6］等问题中至关重要。转子系统

在实际运行时经常会伴随着噪声以及系统自身的振

动［7］，高效准确的转子动响应灵敏度分析至关重要。

转子系统研制是一个迭代和多学科的过程［8⁃11］，

转子响应对参数灵敏度分析是动力学优化设计的前

提。PUGACHEV［8］在转子系统轻量化设计优化中
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应用基于梯度的优化方法，以某典型涡轮转子系统

为例，利用伴随矩阵法进行了灵敏度分析。苏长青

等［12］推导了三盘转子系统随机响应和动响应灵敏度

公式，分析了转子系统设计参数对响应的影响。潘

宏刚等［13］针对汽轮机组中转子质量和质心位置变化

导致临界转速变化影响系统运行的问题，运用灵敏

度分析方法分析参数变化对临界转速的影响，指导

现场调试。TAHERKHANI 等［14］采用基于灵敏度

分析进行参数选择方法和合适的采样方法进行随机

模型修正，研究了复杂涡轮压缩机转子⁃轴承系统动

态特性，获得了理想的参数识别结果。WANG 等［15］

对柔性转子系统的前两阶临界转速进行了灵敏度分

析，提高了优化效率，缩短了设计周期。 CHEN
等［16］研究发现应用灵敏度分析方法能够快速选取相

应的轴系节点及参数以进行修正，在模型修正过程

中起到良好的作用。可见灵敏度分析在转子系统优

化设计、模型修正等问题中具有十分重要的地位。

灵敏度分析方法主要包括：直接微分法、有限差

分法和复变量求导法。直接积分法是求解灵敏度最

直接的方法，它是通过求解时域动响应对系统参数

的导数来计算。CAO 等［17⁃19］推导了直接微分法的

时域响应灵敏度，通过最小化测量响应和计算响应

之间的残差进行模型修正。陈敏等［2］利用有限差分

获得的一阶参数灵敏度，使用增强响应灵敏度法进

行参数识别。BAYBORDI 等［20］将动响应灵敏度计

算转换为求解频响函数灵敏度问题，再通过傅里叶

逆变换得到时域动响应灵敏度，并应用于模型修正

与损伤识别。刘广等［21］将通过直接微分法得到非线

性系统时域响应对物理参数的灵敏度矩阵用于参数

识别反问题。胡智强等［22］和张磊等［23］先后研究了灵

敏度计算过程中微分和离散的先后顺序造成的响应

灵敏度的一致性误差。复变量求导法的突出特点是

以较小的步长沿着虚轴对设计参数进行扰动，导数

由不做减法运算的虚部响应得到。因此，该方法对

摄 动 步 长 不 敏 感 ，结 果 精 度 高［24］。 LANTOINE
等［25］将复变量微分法扩展为广义多复数步长法，用

于计算全纯函数的任意高阶导数。GARZA 等［24］运

用多复域 Newmark⁃β 时间积分法计算简单结构响

应一阶、二阶灵敏度，并说明此方法精度高且便捷。

田宇等［26］使用复变量求导法求解频响函数灵敏度，

解决了频响函数本身存在复域时无法使用复变量求

导法的问题。

本文提出一种基于多复域摄动法的转子系统动

响应一阶、二阶和混合灵敏度分析方法。对设计参

数在两个不同复域上分别进行参数摄动得到双复数

运动方程，使用复数在实数域的矩阵表达将复数方

程转化为实数域上扩维后的方程，最终通过 New⁃
mark⁃β 法求解扩维后的实数域运动方程，同时得到

原响应、一阶灵敏度、二阶灵敏度和混合灵敏度。以

单盘转子系统、燃气发生器模拟转子为例，使用本文

方法计算转子动响应的一阶灵敏度、二阶灵敏度和

混合灵敏度，并在燃发转子算例中用本文方法求解

Hessian 矩阵。以直接微分法结果作为动响应灵敏

度的近似准确值，将多复域摄动法与有限差分法的

结果进行误差比较，证明本文方法的可行性和准

确性。

1　理论基础

1. 1　多复域摄动法与复数的实数矩阵表达

1. 1. 1　一阶灵敏度

复变量求导法是一种计算精度高且不受摄动步

长影响的数值灵敏度求解方法，该方法在单复域上

进行摄动求解一阶灵敏度，其单复数的定义为：

C 1： ={X = x0 + x1 i | x 0， x1 ∈ R} （1）
式中，C1表示所有单复数的集合；i 为虚数单位，i2=
−1；R为所有实数的集合；x0 表示复数的实部；x1 表

示复数的第一个虚部的系数。在复变量求导法中，

通过构造设计参数的虚部摄动量，利用复数域泰勒

展开公式，可以得到其对应的一阶灵敏度：

f (θ + ih)= f (θ)+ ih
1！

∂f
∂θ

+ ( )ih 2

2！
∂2 f
∂θ 2 + ⋯ +

( )ih n

n！
∂n f
∂θn

（2）

式中，θ 表示设计参数；h=Δh×θ 为参数摄动量，Δh

为摄动系数。

则方程（2）的虚部响应可以表示为：

Im [ f (θ + ih) ]= h
∂f
∂θ

- h3

3！
∂3 f
∂θ 3 + ⋯ +

h2n + 1

( )2n + 1 ！

∂2n + 1 f
∂θ 2n + 1 （3）

式中，Im［f］表示函数 f 的虚部响应，最后得到 θ 的一

阶灵敏度可表示为：

∂f
∂θ

=
Im [ ]f ( )θ + i1 h

h
+ O (h2) （4）

式中，O（h2）表示摄动量的二阶截断。

1. 1. 2　二阶灵敏度

在复变量求导法的基础上，考虑推导二阶灵敏

度或混合灵敏度求解计算时，单复数不再满足要求，

故将双复域引入到复变量求导法中。通过在不同复
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域摄动，构造摄动后函数，通过复数域泰勒展开公式

推导二阶灵敏度或混合灵敏度。其中双复数的定

义为：

C 2：={X = x0 + x1 i1 + x2 i2 + x12 i1 i2| x 0， 

x1，x2，x12 ∈ R} （5）
式中，C2表示所有双复数的集合；x2 表示多复数的第

二个虚部的系数；x12 表示多复数的第一个虚部和第

二个虚部的混合虚部的系数；i1、i2 为双复域中的两

个虚数单位，i2
1=i2

2=−1。分别用 Im1（X）、Im2（X）和

Im12（X）表示双复数在 i1、i2 和 i1i2 方向的虚部。当考

虑某设计参数的二阶灵敏度时，对设计参数 θ 在双

复域上进行摄动即 f ［θ+h（i1+i2）］。将其进行复数

域泰勒展开得：

f (θ + h)= f (θ)+ h ( i1 + i2 )
1！

∂f
∂θ

+

h2

2！ ( i1 + i2 )2 ∂2 f
∂θ 2 + h3

3！ ( i1 + i2 )3 ∂3 f
∂θ 3 + ⋯ +

hn

n！
( i1 + i2 )n ∂n f

∂θn
=

é

ë
ê
êê
ê f (θ)- h2 ∂2 f

∂θ 2

ù

û
úúúú+ ( )h

∂f
∂θ

- 4h3

3！
∂3 f
∂θ 3 i1 +

( )h
∂f
∂θ

- 4h3

3！
∂3 f
∂θ 3 i2 + h2 ∂2 f

∂θ 2 i1 i2 + O ( h4 ) （6）

式中，O（h4）表示摄动量的四阶截断。首先对方程

（6） 取 i1i2方向的虚部，然后两边同时除以 h2，得到二

阶灵敏度：

∂2 f
∂θ 2 =

Im 12{ }f [ ]θ + h ( i1 + i2 )
h2 + O ( h2 ) （7）

可见二阶灵敏度同样具有二阶精度。当对方程

（6）取 i1或 i2方向的虚部，除以 h 显然可得 θ 的一阶灵

敏度。

1. 1. 3　混合灵敏度

当考虑两个设计参数 θa、θb的混合灵敏度时，对

两参数分别在不同复域上进行摄动，即 f（θa+hai1，

θb+hbi2），同样将其进行复数域泰勒展开：

f (θa + ha i1，θb + hb i2)=

f (θa，θb)+ ha i1

1！
∂f

∂θa
+ hb i2

1！
∂f

∂θb
+

ha hb i1 i2

2！
∂2 f

∂θa ∂θb
+ ha

2 i2
1

2！
∂2 f
∂θa

2 +

ha hb i1 i2

2！
∂2 f

∂θb ∂θa
+ hb

2 i2
2

2！
∂2 f
∂θb

2 +

ha
3 i3

1

3！
∂3 f
∂θa

3 + 3ha
2 hb i2

1 i2

3！
∂3 f

∂θa
2 ∂θb

+

hb
3 i3

2

3！
∂3 f
∂θb

3 + 3ha hb
2 i1 i2

2

3！
∂3 f

∂θa ∂θb
2 + O ( h4 )=

é

ë
ê
êê
ê f (θa，θb)- ha

2

2
∂2 f
∂θb

2 - hb
2

2
∂2 f
∂θb

2

ù

û
úúúú+

( )ha

∂f
∂θa

- ha
3

6
∂3 f
∂θa

3 - ha hb
2

2
∂3 f

∂θa ∂θb
2 i1 +

( )hb

∂f
∂θb

- hb
3

6
∂3 f
∂θb

3 - ha
2 hb

2
∂3 f

∂θa
2 ∂θb

i2 +

ha hb

∂2 f
∂θa ∂θb

i1 i2 + O ( h4 ) （8）

对方程（8）取 i1i2 方向的虚部，并对两边同时除

以 hahb，得到混合灵敏度：

∂2 f
∂θa ∂θb

=
Im 12[ ]f ( )θa + ha i1，θb + hb i2

ha hb
+ O ( ha hb )

（9）
可见混合灵敏度同样具有二阶精度。对方程

（8）取 i1或  i2方向的虚部，除以对应的参数摄动量 ha

或 hb 可得到 θa 或 θb 的一阶灵敏度。由式（4）、（7）和

（9）可以看出，灵敏度求解过程中无极小数相减的问

题，大大降低了数值分析时机器舍入误差对灵敏度

准确性的影响。

1. 1. 4　复矩阵的实数表达

使用上述方法求解二阶灵敏度或混合灵敏度时

得到双复数函数，为了求解双复数方程，采用实数域

的矩阵形式得到复数函数的等价格式。任何单复数

都可以用一个 2×2 的实数矩阵表示，如下式所示：

C 1 ↔{X 1 = é
ë
êêêê ù

û
úúúúx0 -x1

x1 x0
| x 0， x1 ∈ R} （10）

对同一个复数运算过程，矩阵形式的计算结果

重新化为式（5）的多项式形式后，与多项式形式计算

出的结果完全一致［25］。表示多复数的实数矩阵称为

柯西 ⁃黎曼矩阵［27］，这种形式的柯西 ⁃黎曼矩阵与多

复数之间存在一一对应关系。因此，多复数的算术

运算（+，−，×）等价于矩阵表示上的算术运算。而

双复数是在单复数的形式上扩展，首先将双复数其

中一个复域用矩阵形式表达得到 2×2 的单复数矩

阵，然后将矩阵每个元素再进行一次单复数的矩阵

表达，将矩阵整体扩维为 4×4 的实数矩阵。任何双

复数都可以用一个 4×4 的实数矩阵表示如下：

C 2  ↔{éëêêêê ù
û
úúúúz1 -z2

z2 z1
| z1，z2 ∈ C 1} ↔

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï
X 2 =

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

úx0 -x1 -x2 x12

x1 x0 -x12 -x2

x2 -x12 x0 -x1

x12 x2 x1 x0

| x 0， x1， x2， x12 ∈R

ü

ý

þ

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

（11）
式中，z1、z2 分别表示两个不同的单复数；X2 表示双
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复数对应的矩阵表达形式，其每个元素与 C2中的每

个元素一一对应。

1. 2　多复域摄动法的转子灵敏度分析

用常系数微分方程的方法表示转子系统运动模

型，其动力学方程为：

Mẍ+(C+ ωG ) ẋ+ Kx= F （12）
式中，M、C、ωG和 K分别为质量矩阵、阻尼矩阵、陀

螺矩阵和刚度矩阵，均为 N×N 的矩阵；F为合外力

向量，为 N×1 的矩阵；ω 为转子角速度；x、ẋ、ẍ分别

为转子系统的位移、速度、加速度向量。

1. 2. 1　单参数摄动

在计算转子系统对系统内某一设计参数的二阶

灵敏度时，对该设计参数分别在 i1、i2 两个复域内进

行摄动，摄动后运动方程变为复数形式：
~
M ( θ * ) x͂̈+ [ ]~

C ( θ * )+ ω
~
G ( θ * ) x͂̇+

~
K ( θ * ) x͂=~

F （13）
式中，θ* = θ + ( i1 + i2) h，θ* 为 θ 在双复域摄动后结

果；
~
x、
~
ẋ、
~
ẍ分别表示转子系统的位移、速度、加速度

复数形式；
~
M、
~
C、ω

~
G、
~
K和

~
F分别表示摄动后双复域

质量矩阵、阻尼矩阵、陀螺矩阵、刚度矩阵和合外力

向量，使用复数的矩阵表达，将复数矩阵式（13）扩维

转换为等价实数矩阵，
~
M、
~
C、ω

~
G和

~
K扩维方式类

似，以
~
M为例：

~
M ( θ * ) ↔

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

úM -ΔM -ΔM 0
ΔM M 0 -ΔM
ΔM 0 M -ΔM
0 ΔM ΔM M

=M （14）

式中，ΔM为M矩阵在对应复域上产生的摄动量；M

表示摄动质量矩阵扩维后的实数矩阵。由于在两复

域上摄动时使用相同摄动量，因此M在 i1 和 i2 复域

上的摄动量都为 ΔM。同理可得到阻尼矩阵、陀螺

矩阵和刚度矩阵扩维后的结果 C，ωG和 K。显然

M，C，ωG和K是 4N×4N 的实数矩阵。

摄动后合外力向量
~
F同样进行扩维：

~
F↔

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

úF 0 0 0
0 F 0 0
0 0 F 0
0 0 0 F

（15）

~
x、
~
ẋ和

~
ẍ向量扩维方式相类似，以

~
x为例。按照

双复数的实数矩阵表达进行扩维，并根据一阶灵敏

度和二阶灵敏度求导法式（4）与式（7）对虚部进行变

换得到下式：

~
x↔

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú
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（16）

将以上扩维后的矩阵代入式（13），得到扩维后

的运动方程存在四组重复的响应，保留第一组结果。

最终得到转子系统对设计参数 θ 的一、二阶灵敏度

计算公式为：
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利用数值方法对此方程进行求解，一次求解可

以得到系统的动响应、响应对设计参数的一阶灵敏

度和二阶灵敏度。解的前 N 行为运动方程的动响

应；N+1 到 2N 行和 2N+1 到 3N 行的值相等，除以

摄动量为响应对摄动参数的一阶灵敏度；3N+1 到

4N 行的值除以摄动量的平方为二阶灵敏度。

1. 2. 2　双参数摄动

在计算转子动响应对系统内某两设计参数的混

合灵敏度时，对两设计参数分别在 i1和  i2两个复域内

进行摄动，摄动后运动方程变为复数形式，如下式

所示：
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M ( θ *

a，θ *
b ) ~ẍ+[ ~C ( θ *
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b ) ] ~ẋ+~K ( θ *
a，θ *

b ) ~x=~
F

θ *
a = θa + i1 ha = θa + i1 Δha × θa

θ *
b = θb + i2 hb = θb + i2 Δhb × θb

（18）

式中，θa与 θb为系统两不同设计参数。同样以
~
M为

例进行扩维，用扩维后实数矩阵表达双复域矩阵：
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式中，ΔM a、ΔM b 分别表示矩阵M对 θa、θb 摄动后分

别在 i1和 i2复域上产生的摄动量。相同方法可得到

阻尼矩阵、陀螺矩阵和刚度矩阵扩维后的结果 C，ω

G和K。

响应向量
~
x使用双复数的实数矩阵表达进行扩

维，并根据一阶灵敏度和混合灵敏度求导法式（4）与

式（9）对虚部进行变换：

~
x↔

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

úx -Im 2 ( ~x ) -Im 1 ( ~x ) Im 12 ( ~x )
Im 2 ( ~x ) x -Im 12 ( ~x ) -Im 1 ( ~x )
Im 1 ( ~x ) -Im 12 ( ~x ) x -Im 2 ( ~x )
Im 12 ( ~x ) Im 1 ( ~x ) Im 2 ( ~x ) x

≈

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

ú

úx -hb

∂x
∂θb

hb

∂x
∂θb

x

ha

∂x
∂θa

-ha hb

∂x 2

∂θa ∂θb

ha hb

∂x 2

∂θa ∂θb
ha

∂x
∂θa

 

-ha

∂x
∂θa

ha hb

∂x 2

∂θa ∂θb

-ha hb

∂x 2

∂θa ∂θb
-ha

∂x
∂θa

x -hb

∂x
∂θb

hb

∂x
∂θb

x

（20）
与二阶灵敏度推导过程类似，扩维后的矩阵代

入运动方程式（13），产生四个重复的解，只保留第一

组解，得到转子系统对 θa 和 θb 的一阶灵敏度和混合

灵敏度计算方程：
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一次求解此方程可以得到系统的动响应、响应

对 θa 的一阶灵敏度、对 θb 的一阶灵敏度和对 θa 和 θb

的混合灵敏度。解的前 N 行为运动方程的动响应；

N+1 到 2N 行除以摄动量 hb为响应对 θb的一阶灵敏

度；2N+1 到 3N 行除以摄动量 ha为响应对 θa的一阶

灵敏度；3N+1 到 4N 行除以摄动量 hahb为动响应对

两设计参数的混合灵敏度。

1. 3　实现流程

图 1 为多复域摄动法转子系统灵敏度分析流程

图，具体步骤如下：

图 1 多复域摄动法转子系统灵敏度分析流程图

Fig. 1 Sensitivity analysis flow chart of rotor system based on multi-complex domain perturbation method
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（1）对转子系统进行动力学建模，得到结构的质

量矩阵、阻尼矩阵、刚度矩阵和合外力向量，得到转

子系统运动方程；

（2）在两个虚数方向构造设计参数摄动，单参数

摄动时对同一个设计参数在两个虚数方向进行摄

动，双参数摄动时对两个设计参数分别在不同虚数

方向进行摄动；

（3）将摄动后的双复数运动方程运用柯西⁃黎曼

矩阵进行扩维，得到等价的实数运动方程，并利用数

值方法求解；

（4）提取运动方程的运算结果，得到一阶灵敏

度、二阶灵敏度、混合灵敏度和 Hessian 矩阵。

2　算　例

2. 1　单盘转子系统

为研究多复域灵敏度方法在转子动响应灵敏度

求解中的有效性，本节以单盘转子系统为例进行研

究，其结构如图 2 所示。

单盘转子系统由单盘转子和支承两部分组成。

转子部分轴段使用  Timoshenko 梁模型来模拟，共

分 为 8 个 轴 段 9 个 节 点 。 各 轴 段 的 密 度 均 为

7800 kg/m³，弹性模量为 1.96 GPa，轴段泊松比为

0.3，轴段长度为 15 mm 、轴段直径为 10 mm。圆盘

以集中质量单元形式将质量、直径转动惯量和极转

动惯量添加在 5 号节点处，同样转子系统圆盘偏心

力也加在 5 号节点处。支承部分考虑其弹性变形，

以弹簧来模拟弹性支承与转轴串联，左、右支承刚度

为 20 kN/mm。系统阻尼采用瑞利阻尼：
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ï
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ï
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C= αM+ βK
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- 1
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β = 2 ( )ξ2 ω 2 - ξ1 ω 1 / ( )ω 2
2 - ω 2
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（22）

式中，ω1和 ω2分别为转子的前两阶固有角频率；ξ1和

ξ2分别对应前两阶固有频率的模态阻尼比。

为验证多复域摄动法具有精度高、简便等特点，

本例分别使用直接微分法、有限差分法和本文多复

域摄动法求解动响应对左支承刚度的一、二阶灵

敏度。

首先推导直接灵敏度法求解方程。θ 为设计参

数，转子运动方程两边同时对 θ 求偏导，得到系统的

一阶灵敏度：

∂M
∂θ

ẍ+M
∂ẍ
∂θ

+( ∂C
∂θ

+ ω
∂G
∂θ

) ẋ +

(C+ ωG ) ∂ẋ
∂θ

+ ∂K
∂θ
x+ K

∂x
∂θ

= ∂F
∂θ

（23）

再对运动方程两边同时对 θ 求偏导，得到系统

的二阶灵敏度：

∂2M
∂θ 2 ẍ+ 2 ∂M
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ÿ+M
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∂θ

+( ∂2C
∂θ 2 + ω

∂2G
∂θ 2 ) ẋ+
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+ ∂2K
∂θ 2 x+

2 ∂K
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∂θ

= ∂2F
∂θ 2 （24）

式中，y= ∂x ∂θ，ẏ= ∂ẋ ∂θ，ÿ= ∂ẍ ∂θ。以左支承刚

度为目标设计参数，求得直接微分法的一阶灵敏

度为：

Mÿ+(C+ ωG ) ẏ+ Ky= - ∂K
∂θ
x （25）

式中，∂K ∂θ 为 K矩阵每个元素对 θ 求偏导，结果为

K矩阵中添加支承刚度的元素为 1，其余为 0。对左

支撑刚度的二阶灵敏度方程为：

M
∂ÿ
∂θ

+(C+ ωG ) ∂ẏ
∂θ

+ K
∂y
∂θ

= -2 ∂K
∂θ
y （26）

使用 Newmark⁃β 法对此运动方程进行求解即

得到此系统的一、二阶灵敏度。

图 3 为选取适当摄动系数的有限差分法（一阶、

二阶灵敏度摄动系数分别为 10−3和 10−2）、多复域摄

动法（一阶、二阶灵敏度摄动系数分别为 10−5 和

10−6）求解结果与直接微分法求结果对比图。表 1 为

有限差分法和多复域摄动法求解相同时间步长的响

应灵敏度所用计算时间。

为对比计算结果的精度，将直接微分法求解时

的步长相较于其他两种方法减小两个数量级，以此

作为动响应灵敏度的近似精确值，统计有限差分法

和多复域摄动法计算误差。计算摄动系数从 10−1到

10−9中每个摄动系数下有限差分法和多复域摄动法

与准确值之间的误差。定义灵敏度分析结果误差

e为：

e =
∑( )sc

i - sp
i

sp
i

2

N ω
（27）

图 2 单盘转子系统

Fig. 2 Single disk rotor system
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式中，sc
i 表示每个时间点灵敏度计算值；si 

p表示每个

时 间 点 灵 敏 度 的 精 确 值 ；N ω为 总 的 时 间 节 点 数

数目。

图 4 为有限差分法和多复域摄动法在不同摄动

系数下一、二阶灵敏度分析结果误差，随着摄动系数

数量级的减小求解的灵敏度精度逐渐提高。求解一

阶灵敏度误差结果显示，有限差分法在摄动系数为

10−3时达到最准确结果，误差的数量级能达到 10−6；

多复域摄动法的相对误差在摄动系数为 10−5时达到

最准确结果，误差的数量级能达到 10−13。二阶灵敏

度误差结果显示，有限差分法在摄动系数为 10-2时

达到最准确结果，误差的数量级为 10−3；多复域摄动

法的相对误差在摄动系数为 10−6 时达到最准确结

果，误差的数量级能达到 10−13。多复域摄动法的最

小误差远小于有限差分法的最小误差，多复域摄动

法具有更高的精度。

2. 2　燃气发生器模拟转子

参考真实航空发动机构造燃气发生器模拟转子

如图 5（a）所示。由于主要研究转子振动问题，忽略

气动性能，去除了叶片等部件。

图 4 两种分析方法求解的一、二阶灵敏度误差分析

Fig. 4 First and second order sensitivity error analysis of two 
analysis methods

图 3 三种求解灵敏度方法的结果

Fig. 3 Results of three solving sensitivity methods

表 1 两种方法的计算时长

Tab. 1 The calculation time of the two methods

求解方法

有限差分法

多复域摄动法

求解时间/s
5.419

23.1717

图 5 燃气发生器模拟转子系统模型与节点划分示意图

Fig. 5 Gas generator simulated rotor system model and node 
division diagram
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模拟转子主要由五级轮盘和中心拉杆组成。外

部从左至右分别为压气机一级盘、二级盘、三级盘、

离心叶轮盘和燃气涡轮盘，由内部的中心拉杆压紧

固定；支承位置位于转子的两端。

模拟转子有限元模型采用 Timoshenko 梁单元

建立，各部分的模型参数如表 2 所示。五级轮盘划

分为 21 个轴段，22 个节点，节点编号从左到右依次

为 1~22，各轴段参数如表 3 所示；考虑盘单元的转

动惯量和陀螺效应，简化为集中质量点添加到轮盘

轴段对应节点处，如图 5（b）所示。

简化后盘集中质量点参数如表 4 所示。其中离

心叶轮盘沿轴向分布距离较长，且半径变化较大，将

其简化为两个盘单元。中心拉杆被划分为 15 个轴

段，16 个节点，节点编号从左到右依次为 1~16，各
参数如表 5 所示。根据燃气发生器转子的实际配合

关系，五级轮盘梁模型的节点 5、节点 14、节点 15、节
点 20 分别与中心拉杆的节点 1、节点 9、节点 10、节
点 16 采用近似刚性连接。综上所述，所建立的燃气

发生器模拟转子的有限元模型共有 36 个轴段、38 个

节点。系统阻尼采用瑞利阻尼，计算方法同式（22）。

两侧支承以弹簧模拟，其刚度分别为 17 kN/mm、

25 kN/mm。

以左支承刚度为目标参数，分别使用直接微分

法、有限差分法和多复域摄动法求解位移响应对左

支承刚度（k1）的一、二阶灵敏度。将直接微分法求

解时的步长相较于其他两种方法减小两个数量级，

以此得到的结果作为动响应灵敏度的近似准确值，

使用 2.1 节误差统计方法对多复域摄动法与有限差

分法进行误差对比，其对比结果如图 6 所示。

图 6 所示的 8 幅图左侧为对应节点响应的一阶

灵敏度，右侧为二阶灵敏度。首先每幅图结果都表

表 2 燃发转子模型参数

Tab. 2 Gas generator rotor model parameters

部件名称

压气机一级盘

压气机二级盘

压气机三级盘

离心叶轮盘

燃气涡轮盘

中心拉杆

弹性模量/GPa
196
121
121
121
214
204

密度/(kg‧m−3)
7800
4480
4480
4480
8200
7850

泊松比

0.3
0.3
0.3
0.3
0.3
0.3

表 3 轮盘轴段参数

Tab. 3 Wheel shaft segment parameters

长度/mm
L1-5=92

L5-7=41.5
L7-8=31

L8-13=146.5
L13-14=26

L14-15=17.8
L15-18=93.9
L18-19=20

L19-22=73.6

外径/mm
D1-5=48
D5-7=65
D7-8=84

D8-13=111
D13-14=134.6

D14-15=91
D15-18=88
D18-19=80
D19-22=54

内径/mm
d1-5=34.5
d5-7=55
d7-8=77
d8-13=98

d13-14=42.5
d14⁃15=54.5
d15-18=42.4
d18-19=40

d19-22=34.5
注：Li⁃j 表示第 i 个节点和第 j 个节点之间轮盘长度，Di⁃j 表示第 i 个节

点和第 j 个节点之间轮盘外径，di⁃j 表示第 i 个节点和第 j 个节点之间

轮盘内径。

表 4 集中质量盘单元参数

Tab. 4 Centralized mass disk unit parameters

质量/kg

m1=1.02
m2=0.135
m3=0.121
m4=0.106
m5=1.424
m6=2.573

直径惯性矩/
(10−4 kg∙m2)

Jd1=19.5
Jd2=1.7
Jd3=1.5
Jd4=0.7

Jd5=98.1
Jd6=102.2

极惯性矩/
(10−4 kg∙m2)

Jp1=10.6
Jp2=0.9
Jp3=0.7
Jp4=4.5

Jp5=49.4
Jp6=51.7

表 5 中心拉杆轴段参数

Tab. 5 Center tie rod shaft segment parameters

长度/mm
L1-9=320

L9-10=41.5
L10-11=31

L11-12=146.5
L12-16=26

外径/mm
D1-9=40

D9-10=42.5
D10-11=68
D11-12=52

D12-16=37.7

内径/mm
d1-9=36.9
d9-10=34.5
d10-11=34.5
d11-12=34.5
d12-16=34.5

注：同表 3 表注。
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明使用本文所提多复域方法获得的最佳精度都远优

于有限差分法。有限差分法的一、二灵敏度最优精

度在左支承节点、一级盘节点、三级盘节点和燃气涡

轮节点处依次降低，特别是三级盘节点处二阶灵敏

度、燃气涡轮节点处一、二阶灵敏度误差巨大。这是

由于越远离左支承节点的动响应对左支承刚度灵敏

度越低，而过小的灵敏度代表摄动后动响应与原响

应的差值越小，在有限差分法计算时两动响应结果

差值小于计算机最低计算精度的时刻越多，造成误

差越大。有限差分法获得的最优结果的摄动系数不

稳定，摄动系数过大会造成有限差分法过大的截断

误差，而过小的摄动系数又会造成过大的舍入误差。

与之相比，多复变量求导法（MVDM）的最优误差的

数量级稳定控制在 10−10 以下，精度较高，且随着摄

动系数减小不会发散维持高精度。这种特点在使用

时能便捷地选取摄动系数取得高精度的灵敏度值。

根据式（21），对左支承刚度（k1）和离心叶轮质

量（m1）分别在不同复域进行摄动，求解转子系统位

移响应对左支承刚度的一阶灵敏度、对离心叶轮质

量的一阶灵敏度和对两参数的混合灵敏度，并使用

有限差分法（FDM）分别求解上述灵敏度进行对比。

图 7（a）、（b）分别为对两参数的一阶灵敏度。

MVDM 计算响应对支承刚度和离心叶轮质量

的二阶灵敏度和混合灵敏度可组集为响应对两参数

的 Hessian 矩阵G。组合后的 Hessian 矩阵为：

G=

é

ë

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú∂2 x ( t )
∂k 2

1

∂2 x ( t )
∂k1 ∂m 1

∂2 x ( t )
∂m 1 δk1

∂2 x ( t )
∂m 2

1

（28）

式中，∂2 x ( t ) /∂k 2
1、∂2 x ( t ) /∂m 2

1 分别为转子动响应对

左 支 承 刚 度 和 离 心 叶 轮 质 量 的 二 阶 灵 敏 度 ；

∂2 x ( t ) / ( ∂k1 ∂m 1 )、∂2 x ( t ) / ( ∂m 1 δk1 )为转子动响应对

左支承刚度和离心叶轮质量的混合灵敏度。

四条灵敏度曲线如图 8 所示。四条灵敏度曲线

中同一时刻的灵敏度值填入式（28）中对应位置，即

为转子系统时域响应对 k1和 m1的 Hessian 矩阵。

图 6 多复域摄动法和有限差分法求解响应一、二阶灵敏度

误差

Fig. 6 Multi-complex domain perturbation method and finite 
difference method to solve the first and second order 
sensitivity error of response

图 7 一阶灵敏度

Fig. 7 First-order sensitivity
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3　结　论

本文提出一种基于多复域摄动法的转子系统动

响应一阶、二阶和混合灵敏度分析方法。多复域摄

动法使用双复域拓展复变量微分法，延续了复变量

微分法高精度和对摄动步长不敏感的优点，并通过

多复数的实数矩阵表达使其在求解转子动响应灵敏

度时能够方便应用。以单盘转子系统、燃气发生器

模拟转子为例，使用本文方法计算动响应的一阶灵

敏度、二阶灵敏度和混合灵敏度。并以直接微分法

求解时步长相较于有限差分法和多复域方法小多个

数量级作为准确值，与有限差分法进行误差比较，证

明本文方法的可行性和准确性。

相较于有限差分法，本文所提多复域摄动法计

算精度稳定，不受摄动步长和灵敏度本身大小影响，

能为转子系统模型修正、结构优化等提供准确的高

阶灵敏度。以此方法继续在复域扩展，能对参数进

行更多复域的摄动，从而求解更高阶灵敏度。
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