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张云浩 1，王  军 1，2，申永军 1，2，张建超 2

（1. 石家庄铁道大学机械工程学院， 河北  石家庄  050043；
2. 石家庄铁道大学省部共建交通工程结构力学行为与系统安全国家重点实验室， 河北  石家庄  050043）

摘要: 针对耦合分段线性刚度 NES 的能量传递效率及系统能量耗散进行了研究。采用复变量‑平均法得到了 1∶1 内共振下耦

合分段线性刚度能量阱的二自由度系统慢变方程。应用多项式近似法得到了系统慢不变流形两极值点的近似表达式，以此得

到了耦合分段线性刚度能量阱系统的能量传递效率方程以及能量耗散方程，并分析了分段间隙和分段线性刚度对能量传递效

率的影响以及阻尼比与耗散时间的关系。研究结果表明，系统的能量传递效率随着耦合分段线性刚度能量阱分段间隙的增大

而降低，随着分段刚度的增大而提高；能量耗散时间随着主结构阻尼系数的增大而缩短。通过调节结构参数，分段线性刚度能

量阱能够高效抑制主结构的振动。
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Abstract: The energy transfer efficiency and energy dissipation of coupled piecewise linear stiffness energy sink are studied. The 
equation of systematic slow-varying equations of the two-degree-of-freedom system coupled with the piecewise linear stiffness ener‑
gy is derived by the complex variable-averaging method under 1∶1 internal resonance. The approximate expression of two extreme 
points of the slow-invariant manifold is obtained by using the polynomial approximation method， and the energy transfer efficiency 
equation and energy dissipation equation of the coupled piecewise linear stiffness energy sink system are obtained. The effects of 
piecewise gap and piecewise linear stiffness on energy transfer efficiency and the relationship between damping coefficient of the 
main structure and dissipation time are analyzed. The results indicate that the energy transfer efficiency of the system decreases as 
the piecewise gap of the coupled piecewise linear stiffness energy sink increases， while it increases with an increase of piecewise 
stiffness. Additionally， it decreases with an increase of the damping system of the main structure. Therefore， adjusting structural 
parameters， the piecewise linear stiffness energy sink can effectively mitigate vibrations within the main structure.
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非线性能量阱（nonlinear energy sinks，NES）以

其振动能量耗散效率高、鲁棒性好和质量小等特

点［1‑2］，越 来 越 多 地 被 应 用 于 航 天 设 备 振 动 抑 制

中［3‑6］。非线性能量阱是一种被动减振设备，把它附

加在主结构（即振动抑制对象）上，通过能量定向传

递（target energy transfer，TET）对主结构的振动能

量进行高效吸收和耗散。

VAKAKIS［1］发现当冲击载荷大于某个临界值

时，带有立方刚度的非线性能量阱才会发生能量定

向传递。LEE 等［7］研究了非线性能量阱中主结构的

质量比对系统 TET 的影响，研究证明当质量比足够

小时系统才会发生 TET。SHIROKY 等［8］引入复变

平均法通过系统的慢方程来研究非线性刚度对

NES 振动抑制效率的影响，结果表明合理的非线性
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刚度能够提升 NES 吸振效率。杨一帆等［9］利用复

变量‑平均法研究了一种含负刚度 NES 的刚度和阻

尼对系统靶向能量传递的影响，研究表明当刚度和

阻尼以及负刚度取值范围合适时，系统具有更好的

能量传递效果。楼京俊等［10］利用增量谐波平衡法研

究了耦合非线性能量阱的动力学模型，探讨了阻尼

参数、质量比参数和刚度参数对非线性能量阱振动

抑制效果的影响规律。张运法等［11］利用复变量‑平
均法求解了耦合组合刚度非线性能量阱系统慢不变

方 程 ，并 研 究 了 系 统 参 数 对 减 振 效 果 的 影 响 。

CHEN 等［12］利用复变量‑平均法求解了受谐波激励

的耦合非光滑非线性能量阱系统的稳态方程，分析

了非线性能量阱刚度对其减振性能的影响。 LI
等［13］研究了谐波激励下被动振动控制的双稳态非线

性能量汇，并利用复平均法进行解析处理，得到慢不

变流形，经过分析得出双稳态非线性能量阱具有良

好的宽频特性。甄冬等［14］建立了负刚度非线性能量

阱的汽车模型，基于复变量平均法推导了系统的慢

变方程，研究了系统鞍结分岔边界条件，并对平衡点

稳定性进行了分析，证明了立方刚度非线性能量阱

相比负刚度非线性能量阱具有更好的减振效果。杨

豪等［15］提出了一种具有混合阻尼的非线性能量阱吸

振器，研究了不同阻尼混合类型对系统动力学性能

的影响，基于振动传递率和能量耗散对比，分析了混

合阻尼非线性能量阱系统的动力学特性。姚永玉

等［16］建立了悬臂梁耦合非线性能量阱的动力学模

型，基于能量耗散分析了非线性能量阱抑振性能与

激励强度之间的关系。熊怀等［17］研究了含立方刚度

的耦合非线性能量阱的阻尼对系统能量耗散的影

响，并通过数值分析验证了非线性能量阱的能量耗

散时间与阻尼比有关。熊怀［18］基于复变量平均法推

导出白噪声作用下的系统能量传递和耗散与结构参

数的函数关系，从系统内部能量流动的角度分析了

系统阻尼对能量传递和耗散的影响。王菁菁等［19］提

出了一种脉冲型荷载作用下的非对称非线性能量

阱，并采用数值仿真方法研究了非对称非线性能量

阱的振动控制性能以及频率鲁棒性。符翔等［20］对基

于非线性能量阱的弹性支承梁进行研究，利用能量

法分析了非线性能量阱对主结构振动的能量消耗。

王锦涛等［21］建立了非线性耦合振子内在保守系统并

通过复变量‑平均法推导了系统的慢变动力学方程，

研究了完全能量传递时非线性振子的临界质量和系

统初始能量需满足的关系。黎文科等［22］建立了一种

对称轨道型单侧碰撞非线性能量阱，通过数值仿真

的方法分析了系统参数变化对振动抑制性能的

影响。

在工程应用中，完美的立方刚度难以实现，为了

使 NES 更具有工程应用价值，带有分段线性刚度的

NES 以其易实现、易调节等特点逐渐被学者们所关

注。LAMARQUE 等［23］通过复变量‑平均法分析了

非光滑调谐式非线性能量阱产生 TET 的条件与含

立方刚度的非线性能量阱类似，并发现非光滑分段

刚度 NES 能够在与主结构的 1∶1 共振中通过稳定

振动轨道分支的突然跳跃传递系统的绝大部分能

量。GEORGIADIS 等［24］将分段线性刚度加入到非

线性能量阱中，发现了分段间隙和分段线性刚度两

个参数的设置会影响系统受到冲击激励后的吸振效

果。GENDELMAN 等［25］提出了一种对分段线性刚

度函数的近似方法，利用复变傅里叶函数对分段线

性函数进行推导，通过数值仿真证明了函数的有效

性。SUN 等［26］提出了一种具有分段线性阻尼和分

段线性刚度组合的 NES 系统，通过对主系统施加周

期正弦外激励，得到了系统类似于扫频曲线的理论

频率响应特性关系。崔泰毓等［27］通过复变量‑平均

法对受冲击激励的分段线性刚度能量阱的能量耗散

效率进行了优化，建立了以提高分段线性刚度能量

阱能量耗散效率为目标的优化模型，实验证明优化

模型提高了分段线性能量阱的能量耗散效率。曹焱

博等［28］建立了一种含分段线性刚度梁形式的非光滑

非线性能量阱，采用数值法分析了系统在共振时，非

光滑非线性能量阱对转子以及叶片振动的抑制能

力。姚红良等［29］研发了一种具有分段线性刚度的非

线性能量阱，分析了该系统的刚度和阻尼特性。目

前，尚未有文献研究分段线性刚度非线性能量阱的

能量传递效率及其能量耗散，但参考立方刚度能量

阱的研究经验，不难发现对分段线性刚度 NES 的能

量传递及其耗能研究是很有必要的。

本文研究了耦合分段线性刚度能量阱的能量传

递效率以及系统能量耗散，首先通过复变量‑平均法

推导耦合分段线性刚度能量阱的二自由度系统下的

慢变方程，然后应用多项式近似法得到慢不变流形

两个极值点的近似表达式，推导出分段线性刚度能

量阱的能量传递效率表达式以分析分段间隙和分段

刚度对能量传递效率的影响，进而利用复变量‑平均

法推导出系统的能量耗散方程，以分析阻尼比与耗

散时间的关系，最后通过数值模拟验证上述分析的

有效性。

1　非线性能量阱系统模型

1. 1　耦合分段线性刚度能量阱系统的动力学模型

以最基本的有阻尼自由振动分析为例，系统模

型如图 1 所示：
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系统微分方程为：

ì
í
îïï

m 1 ẍ 1 + c1 ẋ 1 + k1 x 1 + c2( )ẋ 1 - ẋ2 - g2 ( w )= 0
m 2 ẍ2 + c2( )ẋ2 - ẋ1 + g2 ( w )= 0

   （1）

式中，m 1、x1、ẋ1、ẍ1 分别为主结构的质量、位移、速度

以及加速度；m 2、x2、ẋ2、ẍ2 分别为分段线性刚度能量

阱的质量、位移、速度以及加速度；c1、c2 分别代表主

结构和分段线性刚度能量阱的阻尼系数；k1 为主结

构的刚度系数；w 为两振子相对位移，w = x2 - x1；

g2 为分段线性刚度能量阱的非线性恢复力，是系统

中的非线性部分，其表达式为：

g2(w )=
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

k2( )-w + a0 ，w > a0

0，-a0 ≤ w ≤ a0

k2( )-w - a0 ，w < a0

（2）

式中，a0 为分段线性刚度能量阱的弹簧刚度间隙；k2

为分段线性刚度能量阱的刚度系数。

将该系统转化为如下形式：

ì
í
î

ẍ 1 + ελ1 ẋ 1 + ω 2
0 x 1 + ελ2( )ẋ 1 - ẋ2 - εF 2( )w = 0

εẍ2 + ελ2( )ẋ2 - ẋ1 + εF 2( )w = 0
（3）

式 中 ，ε = m 2 /m 1；ελ1 = c1 /m 1；ελ2 = c2 /m 1；ω 2
0 =

k1 /m 1；εF 2( z)= g2( z) /m 1。

为便于表示两振子能量，引入如下变换：

{u = x1

w = x2 - x1
（4）

则式（3）可化为如下形式：

ì
í
îïï

ü + ελ1 u̇ + ω 2
0 u - ελ2 ẇ - εF 2( )w = 0

ε ( )ü + ẅ + ελ2 ẇ + εF 2( )w = 0
（5）

1. 2　系统慢变方程

鉴于上述动力学模型中含有非线性刚度项

F 2(w )，难 以 直 接 求 出 精 确 的 解 析 解 ，利 用 复 变

量‑平均法求解系统能量的近似解析表达式。复变

量‑平均法是 GENDELMAN 等［25］提出用于求解非

线性动力系统的近似计算方法，该方法通过推导原

系统的慢变方程得到能量传递关系和能量耗散的近

似解。

采用复变量‑平均法需引入如下复变量：

ì
í
î

φ 1 eiω0 t = u̇ + iω 0 u

φ *
1 eiω0 t = u̇ - iω 0 u

， 
ì
í
î

φ 2 eiω0 t = ẇ + iω 0 w

φ *
2 eiω0 t = ẇ - iω 0 w

，

ì

í

î

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

u = φ 1 eiω0 t - φ *
1 e-iω0 t

2iω 0

u̇ = φ 1 eiω0 t + φ *
1 e-iω0 t

2

ü = φ̇ 1 eiω0 t + iω 0 φ 1 eiω0 t

2 - iω 0 φ *
1 e-iω0 t

2
ì

í

î

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

w = φ 2 eiω0 t - φ *
2 e-iω0 t

2iω 0

ẇ = φ 2 eiω0 t + φ *
2 e-iω0 t

2

ẅ = φ̇ 2 eiω0 t + iω 0 φ 2 eiω0 t

2 - iω 0 φ *
2 e-iω0 t

2

（6）

式中，i 为虚数单位；ω 0 为主结构的固有频率，由于

1∶1 内共振在能量传递中占据主导地位［23］，鉴于本

文主要针对 1∶1 内共振引起的能量传递，故虚部系

数为 ω 0。

将式（6）代入式（5）中，化简得：

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

2 ∂φ 1

∂t
+ ελ1 φ 1 - ελ2 φ 2 - εf2( )φ 2，φ *

2 = 0

2 ( )∂φ 1

∂t
+ ∂φ 2

∂t
+ iw 0 φ 1 + iw 0 φ 2 + λ2 φ 2 +

      f2( )φ 2，φ *
2 = 0

（7）

式中，f2(φ 2，φ *
2)为分段线性刚度项对 φ 2 eiω0 t = ẇ +

iω 0 w 展开的周期为 2π 的傅里叶级数的第一阶系数：

f2(φ 2，φ *
2)=

     1
2π ∫

0

2π

f2
é
ë
êêêê

ù
û
úúúú- iω 0

2 ( )φ 2 eiω0 t - φ *
2 e-iω0 t e-iω0 t dt （8）

Gendelman［25］证明式（8）可化为：

f2(φ 2，φ *
2)= - iφ 2

2ω 2
0

G (| φ 2 |
2) （9）

式中，

G (| φ 2 |
2)=

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

0， || φ 2 <a0

1
π

é

ë

ê

ê
êê
ê

ê
2k2 arccos ( )ω 0 a0

|| φ 2

-

ù

û

ú

ú
úú
ú

ú
    

2k2 ω 0 a0 || φ 2
2
-( ω 0 a0 )2

|| φ 2
2 ， || φ 2  ≥a0

（10）

对式（7）进行多尺度展开：

T 0 = t，T 1 = εt，
d
dt

= ∂
∂T 0

+ ε
∂

∂T 1
，

φj = φj0 + εφj1 （11）
将式（11）代入式（7）中，则两个方程展开后取一

图 1 耦合分段线性刚度 NES 系统模型

Fig. 1 Coupled piecewise linear stiffness NES system model
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次近似：

2 ∂φ 10

∂t0
+ ε

é

ë
ê
êê
ê2 ∂φ 10

∂t1
+ 2 ( )∂φ 11

∂t0
+ ε

∂φ 11

∂t1
+

λ1 (φ 10 + εφ 11)- λ2(φ 20 + εφ 21)-
ù
û
úúiω 0 ( )φ 20 + εφ 21 G ( )|| φ 21

2
= 0

  （12）

2ε
é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

∂φ 10

∂t0
+ ε

∂φ 10

∂t1
+ ε ( )∂φ 11

∂t0
+ ε

∂φ 11

∂t1
+

2ε
é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

∂φ 20

∂t0
+ ε

∂φ 20

∂t1
+ ε ( )∂φ 21

∂t0
+ ε

∂φ 21

∂t1
-

iω 0 ε (φ 10 + εφ 11)+ iω 0 ε (φ 20 + εφ 21)G (| φ 21 |
2)+

ελ2(φ 20 + εφ 21)- iω 0 ε (φ 20 + εφ 21)= 0                   ( 13 )

式中，t0 和 t1 分别表示系统引入时间多尺度后的快

变时间尺度和慢变时间尺度；ε0（ε 的零次方）和 ε1（ε

的 1 次方）项所对应的系数即为系统快变部分和慢

变部分。式（12）和式（13）的快变部分为：

2 ∂φ 10

∂t0
= 0 （14）

2 ( ∂φ 10

∂t0
+ ∂φ 20

∂t0 )- iω 0 φ 10 - iω 0 φ 20 + λ2 φ 20 +

      iω 0 φ 20 G (| φ 20 |
2)= 0 （15）

式（12）消去久期项后，慢变部分为：

2 ∂φ 10

∂t1
+ λ1 φ 10 - λ2 φ 20 - iω 0 φ 20 G (| φ 20 |

2)= 0   （16）

采用极坐标表示复变量 φ 10、φ 20：

ì
í
î

ïï
ïï

φ 10 = R 1 ( )t1 eiθ1( )t1

φ 20 = R 2( )t1 eiθ2 ( )t1
（17）

将式（17）代入慢变部分式（16）中，分离实部和

虚部后，得：

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

2 ∂R 1

∂t1
+ λ1 R 1 - λ2 R 2 cos ( )θ1 - θ2 -

      G ( )R 2
2 R 2 sin ( )θ1 - θ2 = 0

2 ∂θ1

∂t1
R 1 + λ2 R 2 sin ( )θ1 - θ2 -

      ω 0 G ( )R 2
2 R 2 cos ( )θ1 - θ2 = 0

（18）

将式（17）代入快变部分式（15）中，得：

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

R 1 sin ( )θ1 - θ2 = -λ2 R 2

ω 2
0

R 1 cos ( )θ1 - θ2 = -
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú1 -

G ( )R 2
2

ω 2
0

R 2

（19）

由式（18）和（19）可得：

R 1
∂R 1

∂t1
= - 1

2 λ1 R 2
1 - 1

2 λ2 R 2
2 （20a）

R 1 = ( )λ2

ω 0

2

+
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú1 -

G ( )R 2
2

ω 2
0

2

R 2 （20b）

式（20a）表示慢变系统主结构能量耗散速率，可

以看出能量耗散速率与两振子的能量和阻尼大小有

关。式（20b）表示慢变系统中两振子的振动能量传

递关系，该式不显含时间，表示仅与系统结构参数

有关。

本 文 参 照 文 献［30］，选 取 参 数 为 a0 = 1，
ω 0 = 1，k2 = 1.5，λ2 = 0.2，绘制系统慢不变流形图。

由图 2 可知，在给定的初始条件下，两振子的振动能

量将迅速地从初始位置移动到系统慢不变流形的稳

定分支 b 上，并沿着该曲线缓慢移动到稳定平衡点

B，之后振动能量迅速地跳跃到稳定分支 a，并沿着

该分支缓慢耗散至 0。

选取参数 a0 = 0.3，ω 0 = 1，k1 = 1.33，k2 = 1.5， 
λ2 = 0.2，绘制耦合分段线性刚度 NES 与立方刚度

NES 的慢不变流形对比图，如图 3 所示。由于分段

线性刚度 NES 比立方刚度 NES 极大值的纵坐标更

小，因此，采用分段刚度的系统所需触发能量传递的

初始能量值更小，这意味着分段线性刚度 NES 能够

更容易实现能量传递；分段刚度 NES 系统的极大值

相比立方刚度 NES 系统的极大值更小，而分段刚度

系统的极小值更大，这意味着在 1∶1 内共振下分段

线性刚度 NES 具有更高的能量传递效率。

图 2 慢不变流形

Fig. 2 Slow invariant manifold

图 3 慢不变流形对比图

Fig. 3 Comparison of slow invariant manifolds
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2　慢不变流形图的极值近似

由于式（20b）中存在反三角函数项，无法直接解

出极值点的解析表达式。因此应用近似替换的方法

将式（20b）化为由初等函数表示的近似方程，即可得

到极值点坐标的近似解析表达式。

为求解稳定平衡点 B 的坐标，可将式（20b）近似

替换为［31］：

R 1 = R 2
λ2

2

ω 2
0
+
é

ë

ê

ê
êêê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

ú

1-
2k2( )-a0 ω 0

R 2
+ n - 2a0 ω 0 k2

R 2

πω 2
0

2

（21）
式中，n 为常数，用来调节初等函数曲线，以达到较

好的近似，还需满足 R 2 ≥ ω 0 a0。

选取参数为 a0 = 1，ω 0 = 1，k2 = 1.5，λ2 = 0.2， 
n = 1.581，绘制原模型式（20b）与近似模型式（21）
所对应的慢不变流形对比图，如图 4 所示。近似模

型的慢不变流形曲线和原模型的慢不变流形曲线只

在极值点附近拟合较好，由于本次研究只涉及到极

值 点 B 的 求 解 问 题 ，因 此 该 近 似 模 型 满 足 拟 合

要求。

对式（21）中的 R 2 求导得：

dR 1

dR 2-
= 8k 2

2 n ( )nR 2 - 2a0 ω 0 +8k2 πω2
0 ( )-nR 2 + a0 ω 0

π2 ω 4
0

+

           
2π 2 R 2 ω 2

0 ( )ω 2
0 + λ2

2

π 2 ω 4
0

                                                 ( 22 )

由式（22）可推导出近似模型中 B 点横坐标表

达式：

R 2 - = -
4 ( )-2a0 k 2

2 nω 0 + a0 k2 πω 3
0

4k 2
2 n2 - 4k2 nπω 2

0 + π2 ω 4
0 + π2 ω 2

0 λ2
2
  （23）

将式（23）代入式（21）中，可得到 B 点纵坐标：

R 1 - = 16a2
2 k 2

2 λ2
2

(-2k2 n + πω 2
0 )2 + π2 ω 2

2 λ2
2

（24）

求得极大值 A 点横坐标的近似表达式：

R 2 + = a0 ω 0 + ( ω 2
0 + pa0

k2 ) 3

（25）

将式（25）代入 R 1 = R 2
λ2

2

ω 2
0

+ 1 中，求得 A 点纵

坐标的近似表达式：

R 1 + =
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê
a0 ω 0 + ( ω 2

0 + pa0

k2 ) 3ù

û

ú
úú
ú λ2

2

ω 2
0

+ 1 （26）

式中，p 为常数，用来调节初等函数曲线，以达到较

好的近似。

3　系统能量传递率的近似分析

在共振能量俘获达到最优，即初始能量全部实

现能量传递时，系统能量传递率为［30］：

E tr = 1 - R 2
1 -

R 2
1 +

（27）

式中，E tr 为能量传递率。

选 取 参 数 a0 = 2，ω 0 = 1，k2 = 1.5，n = 1.581，
p = 0.104，绘制能量传递率随 NES 结构阻尼系数的

变化曲线。由图 5 可知，随着 NES 阻尼系数逐渐增

大，传递率呈现逐渐减小的趋势并最终降为 0。因

此，在耦合分段线性刚度 NES 系统其他参数一定的

情况下，为了提高系统的能量传递效率，分段线性刚

度 NES 的阻尼系数应尽量选取较小值。

以下着重分析分段间隙 a0 和分段线性刚度

NES 刚度系数 k2 对系统能量传递率的影响。

（1）分段间隙 a0 对系统能量传递率的影响

保持其他参数不变，选取分段间隙 a0 分别为 1、
1.5、2 和 2.5，绘制不同分段间隙下 NES 阻尼系数 λ2

与能量传递率 E tr 的关系曲线，如图 6 所示。随着分

段间隙 a0 逐渐增大，能量传递率随阻尼系数的变化

曲线逐渐朝着阻尼系数增大的方向偏移，即在相同

图 4 原模型与近似模型对比

Fig. 4 Comparison of the original model with the 
approximate model

图 5 NES 阻尼系数与能量传递率关系

Fig. 5 The relationship between damping coefficient of NES 
and energy transfer rate
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的阻尼系数下，系统的能量传递率随着分段间隙 a0

的增大而减小。当阻尼系数一定时，随着 a0 数值增

大其能量传递率减少程度越小。当 a0 = 2和 a0 = 2.5
时，系统的能量传递率可以降为 0；但当 a0 = 1 和

a0 = 1.5时，系统的能量传递率却不能降为 0，因此不

同 a0 值会影响系统的能量传递率最终能否降为 0。
由图 2 可知，当系统能量实现传递时，a0 的取值

受初始能量 E 0、R 1 + 和 R 1 - 三者的约束，还应满足如

下 条 件 ：E 0>R 1 +，R 1 +>R 1 - 且 a0 > 0，k2 > ω 2
0，

λ2 > 0。为了进一步研究 a0 的取值范围，令 Z = E 0 -
R 1 +、Y = R 1 + - R 1 -且应有 Z > 0、Y < 0，可得：

Z = E 0 - R 1 + = E 0 -
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê
a0 ω 0 + ( ω 2

0 + pa0

k ) 3ù

û

ú
úú
ú λ2

2

ω 2
0

+ 1

Y = R 1+- R 1-=
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê
a0 ω 0 + ( ω 2

0 + pa0

k ) 3ù

û

ú
úú
ú λ2

2

ω 2
0
+ 1 -

16a2
0 k 2 λ2

2

(-2kn+ πω 2
0 )2 + π2 ω 2

0 λ2
2

                                  ( 28 )

选 取 参 数 为 ω 0 = 1，k2 = 1.5，n = 1.581，p =
0.104，λ2 = 0.2，E 0 = 4，绘制分段间隙 a0 和 Z、Y 的

关 系 。 由 图 7 可 知 ，分 段 间 隙 a0 的 取 值 太 小 时

Z < 0，Y < 0，此时系统不能实现能量传递。因此

在设计 NES 的参数时，分段间隙 a0 的取值不能

过小。

（2）分段线性 NES 刚度系数 k2 对系统能量传递

率的影响

保持其他参数不变，当分段线性 NES 刚度系数

k2 分别取 2、2.5、3 和 3.5 时，绘制不同分段刚度系数

下 NES 阻尼系数 λ2 与能量传递率关系曲线，如图 8
所示。当 NES 阻尼系数 λ2 一定时，系统能量传递率

随刚度系数 k2 的增大而提高。对比图 8 的四条曲线

可知，当 k2 = 3.5 时，系统的能量传递率趋于 10%，

不 能 降 为 0，其 余 三 条 曲 线 的 能 量 传 递 率 基 本

降为 0。

4　系统能量耗散近似分析

由于系统存在非线性项，因此仅能通过慢变方

程近似求解。

将式（5）第二式转换为：

ẅ + ω 2
0 w + εδ [ - ω 2

0 w + ü + λ2 ẇ + F (w ) ]= 0
（29）

式中，δ = 1
ε
。

将式（5）的第二式和式（29）引入慢变量替换，同

时对慢变方程多尺度展开可以得到：

图 7 分段间隙 a0 和 Z、Y 的关系

Fig. 7 The relationship between gap a0 and Z，Y

图 8 不同分段刚度系数下 NES阻尼系数与能量传递率关系

Fig. 8 The relationship between damping coefficient of NES 
and energy transfer rate under different piecewise 
linear stiffness coefficients

图 6 不同分段间隙下 NES 阻尼系数与能量传递率的关系

Fig. 6 The relationship between damping coefficient of NES 
and energy transfer rate under different gaps
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（30）

在式（30）中仍然难以获得能量项 | φ 1 |
2
，因此再

次引入共轭复变量进行变换，得：
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ï
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ï
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ï
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 （32）

将式（32）中两式乘以 δ 后，四式相加，可得：

δ
∂ || φ 10

2

∂t1
+

∂ || φ 20
2

∂t1
+ δλ1| φ 10 |

2
+ δλ2| φ 20 |

2
= 0

（33a）
若 λ1 = λ2 = 0，系统为保守 Hamilton 系统，其相

对时间尺度 t1 的保守系统能量为：

H = δ | φ 10 |
2
+ | φ 20 |

2
（33b）

式中，H 为振子的总能量。

将式（33b）看成是 | φ 20 |
2
的积分方程，对其等式

两边进行 Laplace 变换：

( s + δλ2) X 2( s)= -(δs + δλ1) X 1 ( s)+

δ | φ 10 ( )0 | 2 + | φ 20 ( )0 | 2 （34）
化简后得：

X 2( s)= - δ ( )s + δλ2 + δλ1 - δ 2 λ2

s + δλ2
X 1 ( s)+ H ( )0

s + δλ2

（35）
进行 Laplace 反变换，则有：

H ( t1)=e-δλ2 t1
é
ë
êêêêH (0)+δ (δλ2-λ1)∫

0

t1

|| φ 10 ( )τ
2
eδλ2 τ dτù

û
úúúú

（36）
对积分项在 t1 = 0 处进行泰勒展开则有：

∫
0

t1

|| φ 10 ( )τ
2
eδλ2 τ dτ = t1 ⋅| φ 10 ( )0 | 2 +

    t 2
1

2！
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú2 || φ 10 ( )0

∂ || φ 10 ( )0
∂t1

+ δλ2 || φ 10 ( )0
2

+ … （37）

对比式（35）和（36）可以看到 H ( t1)保守系统的

近似能量响应表达式，同时对式（32）进行变换有：

∂H ( t1 )
∂t1

+ δλ2 H ( t1 )- δ ( δλ2 - λ1 ) || φ 10 ( t1 )
2
= 0

（38）
联合式（36）~（38），求得与主振子能量有关的

项 | φ 20 |
2
，从 而 获 得 主 振 子 能 量 。 式 中 的 H ( 0 )、

| φ 20 ( 0 ) | 2 均可以由初始条件求出。其微分项如下：

∂ || φ 10 ( )0
∂t1

， 
∂2 || φ 10 ( )0

∂t1
2 ，… （39）

也可从微分方程和初始条件求出。

同理，| φ 20 |
2
可由下式表示：

∂H ( )t1

∂t1
+ λ1 H ( t1)- ( λ1 - δλ2) | φ 20 ( )t1 | 2 = 0   （40）

鉴于设置减振器的目的在于快速耗散主结构能

量，此处仅关注主结构的能量，可以表示为：

ENES ( t )= 1
2 [ ]mẋ2 ( t )+ k2 x2 ( t ) = 1

2 m ( ẋ2 +

ω2 x2 )= 1
2 εm | φ 10 ( t ) | 2 （41）

结合与主结构能量有关的式（35），耗散时间可

由下式求得：

ENES ( td )= 1
2 εm | φ 10 ( td ) | 2 （42）

展开后得：

ε
2 | φ 10 ( )td | 2 = ε

2 e-δλ2 td

é

ë

ê

ê
êêê
ê| φ 10 ( 0 ) | 2 + td ⋅

( ∂ || φ 10 ( )td
2

∂td
| t = 0 + δλ2| φ 10 ( )0 | 2) ù

û

ú

ú
úú
ú

ú
（43）

化简后得：

{1 + [ λ2 - 2ε ( λ1 + λ2) ] td}e1 - λ2 td = 1 （44）
式中，ENES 为耦合 NES 系统中主振子的振动能量；td

为耗散时间。

将 主 结 构 阻 尼 比 ξ = c1 / ( 2m 1 ω 0 )，以 及 ελ1 =
c1 /m 1 代入式（44）后，可得耗散时间 td 与主结构的阻

尼比的关系：

ì
í
îïï
1 + é

ë
ê
êê
êλ2 - 2ε ( 2ξω 0

ε
+ λ2) ùûúúúú td

ü
ý
þïï

e1 - λ2 td = 1 （45）

选取参数为 λ2 = 0.2，ε = 0.08，绘制有无附加

NES的阻尼比与耗散时间关系曲线，如图 9所示。阻

尼比越大对应的耗散时间越短，当阻尼比 ξ>0.3 时，

两个系统的耗散时间差距不大，此时耦合 NES 系统

并没有达到预期的减振效果。当阻尼比 ξ<0.3 时，

耦合 NES 系统的耗散时间远小于非耦合 NES 线性

系统的耗散时间，并且阻尼比越大，耗散时间越短，
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此时附加 NES的振动抑制效果十分明显。

选取参数为 ε = 0.08，NES 阻尼系数 λ2 取 0.2、
0.3、0.4、0.5，绘制阻尼比与耗散时间关系曲线对比

图，如图 10 所示。当阻尼比 ξ 一定时，NES 阻尼系

数 λ2 越大，耦合分段线性刚度 NES 系统的耗散时间

越短。当主结构能量传递到分段线性刚度 NES 系

统中时，分段线性刚度 NES 系统的分段线性刚度元

件吸收一部分能量，而 NES 的阻尼耗散系统的能

量，当阻尼比较大时，耗散能量更多，所需的耗散时

间更短。

选 取 参 数 为 ε = 0.08，λ1 = 0.2，λ2 = 0.2，ω 0 =
1， k1 = 1，k2 = 1.5，x1 = x2 = 0，ẋ1 = 1.5，ẋ2 = 0，分

别绘制线性系统与非线性系统位移响应曲线对比

图、系统主结构能量随时间变化曲线以及系统主结

构相图。由图 11 可知，未加 NES 的线性系统做自

由衰减振动，系统能量通过自身阻尼逐渐消耗；加有

耦合分段线性刚度 NES 的系统，其振动衰减快，且

能量大部分都传至 NES 消耗。由图 12 可知，随着

时间的增大，两系统振动能量慢慢减小并趋于稳定。

耦合分段刚度 NES 系统的振动能量减小速率比未

耦合 NES 线性系统快。

5　结  论

本文研究了一种耦合分段线性刚度能量阱系

统，分析了 1∶1 内共振下系统的能量传递效率以及

能量耗散，并进一步分析了系统主要参数对能量传

递效率的影响以及阻尼比与耗散时间的关系，研究

表明：

（1）在相同条件下耦合分段线性刚度 NES 相较

于立方刚度 NES 具有如下两个优点，一是耦合分段

线性刚度 NES 系统所需触发能量传递的初始能量

图 9 主结构有无附加 NES 的阻尼比与耗散时间关系

Fig. 9 The relationship between damping ratio and dissipa‑
tion time under the main structure with or without NES

图 10 主结构阻尼比与耗散时间关系

Fig. 10 The relationship between damping ratio of main 
structure and dissipation time

图 11 系统主结构位移响应对比

Fig. 11 Comparison of displacement response curves of 
system main structure

图 12 主结构能量与时间关系

Fig. 12 The relationship between the energy of the main 
structure and time

图 13 系统主结构相图

Fig. 13 System main structure phase diagram
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值更小，二是更容易实现能量传递，且具有更高的能

量传递效率。

（2）在分段线性刚度 NES 阻尼系数不变的情况

下，减小分段间隙能够提高系统的能量传递效率，但

分段间隙存在一个极小值界限。当分段间隙小于这

个极小值界限时，系统将失去能量传递的功能；当分

段线性刚度 NES 阻尼系数一定时，增大分段线性刚

度 NES 的刚度系数也能够提高系统的能量传递

效率。

（3）当主结构阻尼比小于一定值时，耦合分段线

性刚度 NES 系统的能量耗散时间远小于立方刚度

NES 系统的能量耗散时间，且主结构阻尼比越大，

耦合 NES 系统的能量耗散时间越短，振动抑制效果

越好。
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