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摘要: 针对板经典解析解中不可避免的场函数假设依赖边界约束问题，提出一种具有高自由选择性的一般性场函数方法，研究

GPLs/Al复合材料板阵列开口结构的自由振动特性。场函数由高自由度的基函数和待定权重系数求积后求和得到，其中权重

系数具有线性相关性，其基础解系恰好由边界约束的位移函数线性方程组确定，因此边界约束的改变只需要修改边界位移函

数线性方程组。由此建立的一般性场函数半解析法在处理边界约束上既解决了场函数依赖边界问题，又具备了快速转换边界

条件的优点，同时在开口结构和阵列结构上以微分求和替代积分的计算方式具有更高的计算效率和鲁棒性。本文在 GPLs/Al
复合材料板单开口及阵列开口的自由振动研究中，从固有频率和模态分析发现，随着开口分布的均匀性增加，开口结构的质量

矩阵和刚度矩阵同步减小，其自由振动特性趋于完整板的自由振动特性。
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Abstract: In this paper， we propose a general displacement field function method， which consists of the highly freely chosen basic 
function and a series of undetermined weighted coefficients to study the free vibration characteristics of GPLs/Al composite plate 
with an array cutouts. This general displacement field function method can solve the boundary constraint dependence when choos⁃
ing the displacement field function to obtain the analytical solution in classical plate theory. There is a linear correlation between the 
weight coefficients. The system of linear equations is constructed based on the boundary constraints， thus the fundamental system 
of solutions can then be determined. By changing the system of linear equations as well as the fundamental system of solutions， the 
type of boundary constraint can be easily transferred. This proposed semi-analytic method not only solves the problem of assumed 
field function dependence on boundary constraints in the classical solution， but also has the superiority of fast conversion of bound⁃
ary conditions. Meanwhile， by introducing the scatter integral method， a much more efficient and robust method is obtained other 
than the continuous integral method on the study of free vibration for the structure with an array cutouts. In this paper， we study the 
free vibration of GPLs/Al composite plates with a single and array cutouts. From the natural frequency and modal analysis， it is 
found that the generalized mass matrix and stiffness matrix of the open structure decrease synchronously when the cutouts distribut⁃
ed uniformly， and its free vibration characteristics tend to that of the complete plate.
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工程结构的力学性能受到材料属性的影响，工

程材料逐步从单一材料向可设计的复合材料发展。

与均质材料相比，复合材料在轻质和力学性能方面

具有相当的优势［1⁃2］。复合材料灵活的可设计性为
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传统功能材料设计开辟了全新的空间，也能够满足

不同的功能需求从而具有越来越广泛的应用前景。

复合材料具有独特的优点，例如比刚度大、比强度大

等。早期金属基复合材料的增强体主要以微尺度纤

维或陶瓷颗粒等为主，在力学性能上有显著的提高，

但整体的延展性和断裂韧性等则明显不足。现代技

术的发展为纳米增强复合材料及其拓扑结构提供了

新的视角和源动力，促进了纳米增强复合材料的快

速发展。大量研究［3］表明，纳米尺度的增强体能极

大地提升金属基复合材料的强度且保持良好的塑性

和延展性。近年来，石墨烯和碳纳米材料因其独特

的力学特性和高自润滑性而被广泛关注。石墨烯纳

米片（GPLs）以极高的杨氏模量、断裂强度及比表面

积和延展性［4⁃5］为金属基复合材料的研究开辟了新

方向。板单元构件是工程结构应用中最常见的基本

单元呈现形式，广泛应用于土木交通、航空航天、汽

车工业等领域。由于安装连接、减重和拓扑结构设

计的需要，通常会在板内开口。相对于完整的板结

构而言，开口的形式和尺寸会造成板质量和刚度分

布的变化，这必然会影响结构的振动特性。对于开

口板的振动特性，国内外学者从解析法、半解析法和

数值模拟上进行了较多的研究，并取得了很多成果。

AVALO 等［6］采用双傅里叶级数近似场函数和

Rayleigh⁃Ritz 法数值模拟研究了双方形开口薄板的

自由振动特性。LAURA 等［7］等采用近似割圆法研

究了简支各向同性板圆形开口的横向自由振动。上

述数值模拟计算中，不论是方形开口还是圆形开口，

求解的中心思想是将因开口造成动能和势能的缺失

考虑成对完整板体系的刚度矩阵和质量矩阵的影

响，预设场函数由边界约束形式决定。相类似地，

CHO 等［8］从能量法导出拉格朗日运动方程，随后将

系统的固有频率和模态转化成多自由度系统的特征

值求解问题从而避开预设场函数，研究了任意边界

约束下方形、椭圆形及组合开口形式板的自由振动。

KWAK 等［9］提出独立坐标耦合法，将开口局部的坐

标和整体坐标通过运动学关系耦合在一起，从而简

化了复杂积分区域的势能和动能积分。LIEW 等［10］

采用离散 Ritz 法和子域分解方式研究了中心开口矩

形板的自由振动特性。根据中心开口板结构的中心

对称性，可采用四分之一结构即 L 型板进行研究，L
型板可进一步细分成三个矩形子域，各子域之间的

边界为对称或反对称边界，从而将有缺失的开口板

问题重新转化为完整的矩形板进行求解问题。需要

注意的是，上述简化方法的前提是要求结构关于中

心对称。为了解决非中心对称开口板的振动问题，

CHEN 等［11］将分区的边界采用虚拟弹簧模拟，研究

了各种非中心对称开口形式的面内和面外振动频率

和振型。上述研究方法中，整体坐标系和开口局部

坐标系间的转化关系处理是关键。LEE 等［12］应用

间接 BIEMs 法将不同开口间的联系用坐标夹角表

示，开口系统表示为多个线性代数系统的叠加，研究

了多圆开口圆形板的自由振动。HUANG 等［13］将开

口板处理成变厚度板，采用格林函数对任意开口形

状的位移函数进行离散，而后通过积分得到系统的

刚度和质量矩阵，从而研究任意形状开口板的自由

振动。王平等［14］针对带孔口型特殊结构和边界条件

的耦合板振动不易求解问题，将板壳振动功率流理

论结合 Abaqus 有限元软件计算得到了结构共振频

率处的传递路径图。陈卫等［15］利用映射技术将三维

壳曲面转化为二维无网格离散模型，基于最小移动

二乘法提出了求解任意壳结构线性弯曲自由振动的

最小二乘无网格方法。彭林欣等［16］基于一阶剪切变

形理论和移动最小二乘无网格方法研究了 Winkler
弹性地基圆形加肋板的自由振动。

尽管包括有限元和无网格法等的数值方法能够

避开场函数的预设问题，对于任意开口结构、复杂边

界和荷载施加等外部环境都具有广泛适用性，但从

理论参数分析、精度控制和快速预测等角度，解析解

仍然是相当重要的理论分析方法，在工程应用中具

有重要的价值。通常解析解或半解析方法中，针对

不同的边界约束条件假设合适的场函数是精确求解

自由振动固有频率及相应振型的重要前提条件。位

移场函数的选取目前多以改进傅里叶级数［17］、正交

多项式［18］及切比雪夫多项式级数［19］为主，它们在分

析单一规则开口的板结构时具有很好的收敛性，而

在分析较复杂的内部开口如组合开口、不规则开口、

曲边开口问题和高阶振型时则需要保留相当多项的

级数项来保证收敛性和求解精度。此外，在经典的

完整板理论解析求解中，典型简支和固定约束边界

条件下的自由振动有成熟的假设场函数，但在悬臂

边界条件的场函数假设上则遭遇了相当大的困难。

对应地，在数值模拟计算中，简支和固定边界约束施

加后刚度矩阵和质量矩阵正定，从而能从特征值和

特征向量求解中解出板自由振动的固有频率和振

型，然而对于悬臂约束条件则会造成刚度和质量矩

阵奇异而无法求解。

此外，Kirchhoff 薄板理论在求解自由振动和挠

曲变形时通常忽略板的横向剪切变形和转动惯量的

影响，一些特定情况下会与实际工程情况产生偏差。

针对上述方法问题，本文建立一般性的场函数，场函

数由基函数和待定系列权重函数求和确定，基函数

具有高度自由性，解决场函数选择时受限边界条件
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的问题。需要注意的是待定权重函数之间并不是完

全独立的，一般具有线性相关性，其相关性恰好由边

界约束条件确定。因此，待定权重系数可以由边界

约束相关的线性方程组的基础解系线性表达。由此

结合本构关系和 Hamilton 原理建立的石墨烯纳米

片铝（GPLs/Al）复合材料板自由振动控制方程的广

义刚度矩阵和广义质量矩阵具有正定性，从而根据

特征方程的特征值和特征向量得到系统的固有频率

和模态。该方法在处理方形开口结构问题时将局部

坐标和整体坐标采用统一坐标，以离散积分方式替

代连续积分方式能够大幅度提高计算效率和便捷

性。本文研究阵列开口分布方式对开口板结构的自

由振动特性影响，该研究对板结构的轻量化设计具

有一定的指导意义。

1　位移场函数

不同于经典板理论中场函数的选择需要以边界

约束条件为前提，本文中场函数采用一般形式：
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式中，f为具有高度自由选择性的二维基函数，例如

多项式、三角函数、切比雪夫级数等；为了保留面内

惯量对系统自由振动的影响，沿 x 和 y 方向的面内

位移分量 u0、v0 和 z 方向的面外位移 w 0 都采用一般

形式的场函数表示；ς、ζ、ξ分别为 x、y 和 z 方向位移

的权重系数。

二维基函数 f为一维基函数 p和 q的克罗内

克积：

f= p⊗ q （2）
式中，
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q= [ ]q1 ( y )  q2 ( y ) ⋯ qn ( y )

（3）

其中，m、n 分别为基函数 p和 q的项数。

上述基函数具有高度自由性，本文中为了位移

函数的求导便利，不妨选择三角函数：
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式中，mi、ni 分别为三角基函数 p和 q的正弦项的试

探项数。

2　Kirchhoff板

根据 Kirchhoff 板理论，板上任意点（x，y，z）的

位移可以表示为：
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（5）

式中，u0、v0 和 w 0 分别是中平面点在 x、y 和 z 方向的

位移。根据式（5）得到应变和位移的关系：
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应力⁃应变关系为：
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式中，E 为杨氏模量，μ 为泊松比。

将A和D记作：
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式中，A 0 =∫
-h/2

h/2 E
1 - μ2 dz、D 0 =∫

-h/2

h/2 Ez2

1 - μ2 dz。

系统的运动能为：

L = 1
2 ∫V

ρ ( u̇2 + v̇2 + ẇ 2) dV （9）

应变能为：

U = 1
2 ∫V

σεdV （10）

根据 Hamilton 原理，Lagrangian 函数从 t1到 t2时

刻的时间积分的变分为 0，即：

δ ∫
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其中，
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δ ∫
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（13）
以 Δ记作 Δ= [ ς ζ ξ ]，设 (u0， v0， w 0) ( )x，y，t

=

fΔeiωt，有：
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面内和面外质量矩阵及刚度矩阵如下：
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ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú- ∂2 f
∂x2

- ∂2 f
∂y 2

-2 ∂2 f
∂x∂y

。

至此板的自由振动问题转化为方程（14）的特征

值和特征向量问题。需要注意的是，上述振动方程

中的质量矩阵和刚度矩阵未施加边界约束条件，且

保留了面内转动惯量对自由振动特性的影响。

（1）四边固定约束边界

u | x = 0， L = 0，v | x = 0， L = 0，w | x = 0， L = 0， ∂w
∂x

| x = 0， L = 0，

u | y = 0， b = 0，v | y = 0， b = 0，w | y = 0， b = 0， ∂w
∂x

| y = 0， b = 0

（16）
将边界条件式（16）代入到场函数式（1）中得到：

f( )x = 0 ς
T = 0，f( )x = 0 ζ

T = 0，f( )x = 0 ξ
T = 0， 

∂f( )x = 0

∂x
ξ T = 0，

f( )x = L ς
T = 0，f( )x = L ζ

T = 0，f( )x = L ξ
T = 0， 

∂f( )x = L

∂x
ξ T = 0，

f( )y = 0 ς
T = 0，f( )y = 0 ζ

T = 0，f( )y = 0 ξ
T = 0， 

∂f( )y = 0

∂y
ξ T = 0，

f( )y = b ς
T = 0，f( )y = b ζ

T = 0，f( )y = b ξ
T = 0， 

∂f( )y = b

∂y
ξ T = 0

（17）
将式（17）写成矩阵形式：

GΔT = 0 （18）
式中，矩阵G为：

G=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
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ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
f( )x = 0 f( )x = 0 f( )x = 0

0 0
|

|
|
||
|∂f

∂x
x = 0

f( )x = L f( )x = L f( )x = L

0 0
|

|
|
||
|∂f

∂x
x = L

f( )y = 0 f( )y = 0 f( )y = 0

0 0
|

|

|
||
|∂f

∂y
y = 0

f( )y = b f( )y = b f( )y = b

0 0
|

|

|
||
|∂f

∂y
y = b

（19）

解出式（18）的基础解系：

Z= null (G ) （20）
由此，Δ可以由 Z的线性组合得到，即

ΔT = ZγT （21）
线性组合系数 γ待求。将式（21）代入式（14），

同时式子左、右都左乘 Z T 得：

(ω2 Z Té
ë
êêêê

ù
û
úúúúM P

Mw
Z- Z Té

ë
êêêê ù

û
úúúúKP

Kw
Z ) γT = Z T0

（22）
据此得到正定的广义质量矩阵M eq 和广义刚度

矩阵K eq：

M eq =Z Té
ë
êêêê

ù
û
úúúúM P

Mw
Z， K eq =Z Té

ë
êêêê ù

û
úúúúKP

Kw
Z   （23）

求解式（22）振动控制方程的特征值就得到了系

统的固有频率，将式（22）的特征向量代入式（21）中

则得到了真实的振型。上述求解过程中可以看出边

界约束的施加完全体现在式（18）中，因此变换边界

约束条件仅需要简单地对与边界约束相关的 G矩阵

做相应变换即可实现，如四边简支约束边界和两边

简支两边悬臂（SFSF）边界约束。

（2）四边简支约束边界：

u | x= 0， L = 0，v | x= 0， L = 0，w | x= 0， L = 0， ∂
2 w

∂x2 | x= 0， L = 0，

u | y= 0， b = 0，v | y= 0， b = 0，w | y= 0， b = 0， ∂
2 w

∂x2 | y= 0， b = 0

（24）
将边界条件式（16）代入到场函数式（1）中得到：

f( )x=0 ς
T=0，f( )x=0 ζ

T=0，f( )x=0 ξ
T=0， 

∂2 f( )x=0

∂x2 ξ T=0，

f( )x=L ς
T=0，f( )x=L ζ

T=0，f( )x=L ξ
T=0， 

∂2 f( )x=L

∂x2 ξ T=0，

f( )y=0 ς
T=0，f( )y=0 ζ

T=0，f( )y=0 ξ
T=0， 

∂2 f( )y=0

∂y 2 ξ T=0，

f( )y=b ς
T=0，f( )y=b ζ

T=0，f( )y=b ξ
T=0， 

∂2 f( )y=b

∂y 2 ξ T=0

（25）

615



振   动   工   程   学   报 第  38 卷

矩阵G为：

G=
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0 0
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x = L

f( )y = 0 f( )y = 0 f( )y = 0
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0 0
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（26）

（3）SFSF 约束边界

u | x = 0，L = 0， v | x = 0，L = 0， w | x = 0，L = 0， 
∂2 w
∂x2 | x = 0，L = 0， ∂

2 w
∂x2 | y = 0，b = 0， 

∂3 w
∂x3 | y = 0，b = 0 （27）

   将边界条件式（16）代入到场函数式（1）中得到：

f( )x= 0 ς
T = 0， f( )x= 0 ζ

T = 0， f( )x= 0 ξ
T = 0， 

∂2 f( )x= 0

∂x2 ξ T = 0， f( )x= L ς
T = 0， f( )x= L ζ

T = 0，

f( )x= L ξ
T = 0， 

∂2 f( )x= L

∂x2 ξ T = 0，

∂2 f( )y= 0

∂y 2 ξ T = 0， 
∂3 f( )y= b

∂y 3 ξ T = 0    （28）

矩阵G为：
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0 0
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0 0
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（29）

3　结果与讨论

3. 1　方法验证

为了验证本文方法的正确性，以两个算例研究

进行对比分析。以完整的单层石墨烯片和中心开口

石墨烯片的自由振动为例。需要指出的是，单层石

墨烯的材料厚度在众多的文献中存在争议，目前广

泛采用的是多层石墨烯的层间距或者平均层厚作为

单原子层石墨烯的厚度。本文作者最近的研究工作

发现，当采用平均间距作为单原子层石墨烯的材料

厚度时会呈量级地放大其抗弯刚度。通过自由振动

和非线性弯曲变形的研究，提出了单层石墨烯厚度

包括内禀厚度和结构厚度两个部分的概念。当研究

单层石墨烯的横向自由振动或者变形时，应当采用

内禀厚度，其值为 0.0739 nm，据此从原子⁃连续多尺

度理论模型中解析地得到单原子层石墨烯的杨氏模

量 E=3.1851 TPa，泊松比为 0.4123，相对应的密度

为 9871 kg/m3 ［5］。对于两层或多层石墨烯的厚度则

回 归 到 内 禀 厚 度 与 结 构 厚 度 之 和 ，即 层 间 距

0.334 nm，杨氏模量 0.7049 TPa，密度为 2184 kg/m3。

以 S 表示简支边界约束，C 表示固定边界约束，F 表

示自由边界。

本节将首先从模态对比定性分析和固有频率定

量分析两个角度验证本文方法的收敛性。根据

式（3）和（4），取 m=n=10，讨论 mi=ni 取值对简支

和固定约束的石墨烯片自由振动模态的影响，如表

1 所示。从表 1 列举的振型和顺序，不难发现随着 ni

增大，假模态逐渐消失，简支和固定边界约束下的模

态都趋于经典板理论。换而言之，增大 ni 可以促进

本文方法收敛。

表 2 和 3 列出了给定 m=n，当取值分别为 10 和

20 时石墨烯片的固有频率的变化。当 ni取值大于 6
时，简支约束下的固有频率前 12 阶完全相等。然

而，当 ni=6 时，由于产生的一些假模态（表 1 所示）

而导致出现一些多余的固有频率。当 ni=10 时，即

意味着基函数采用纯正弦函数时，固有频率值有较

大的变化。固定边界约束计算结果的对比情况则显

示 ni取值越大，计算结果越稳定。

对比表 2 和 3 的计算结果发现，n 取值的增大对

计算精度有明显效果。并且，同样验证了上述结论，

即 ni 取值增大能有效提高本文方法的计算鲁棒性。

因此，本文接下来的计算将设定 n=20，ni 取值不小

于 17，且不取 20。
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表 3 m=n=20时，ni取值对固有频率的影响

Tab. 3 The effect of ni on the natural frequencies when 
m=n=20

边界条件

简支

固定

          固有频率/GHz
模态

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12

20
17.47
39.18
39.32
60.23
74.24
74.31
94.75
94.90

122.25
122.29
129.03
142.60

25.17
51.30
51.30
75.67
92.26
92.68

115.71
115.71
147.43
147.43
154.60
169.71

19
13.21
33.03
33.03
52.85
66.06
66.06
85.87
85.87

112.28
112.28
118.88
132.08

25.17
51.50
51.50
76.07
92.26
92.68

115.91
115.91
148.21
148.21
154.60
170.71

17
13.21
33.03
33.03
52.85
66.06
66.06
85.87
85.87

112.28
112.28
118.88
132.08

25.30
50.43
50.43
73.93
92.82
93.23

115.37
115.37
144.08
144.08
155.62
165.47

15
13.21
33.03
33.03
52.85
66.06
66.06
85.87
85.87

112.28
112.28
118.88
132.08

24.57
49.60
49.60
72.95
89.85
90.28

112.26
112.26
141.98
141.98
150.36
163.21

14
13.21
33.03
33.03
52.85
66.06
66.06
85.87
85.87

112.20
112.20
112.28
112.28

24.25
49.47
49.47
72.95
88.64
89.06

111.19
111.19
112.34
141.87
141.87
148.25

表 1 m=n=10时，ni取值对模态的影响

Tab. 1 The effect of ni on the vibrational modes when m=n=10

ni

5

7

8

简支 ni

6

7

8

固定

表 2 m=n=10时，ni取值对固有频率的影响

Tab. 2 The effect of ni on the natural frequencies when 
m=n=10

                             固有频率/GHz
边界条件

简支

固定

模态

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12

10
18.92
42.44
42.60
65.22
80.52
80.61

102.67
102.84
132.85
132.90
139.80
154.78

26.48
53.85
53.85
79.56
98.09
98.47

122.98
122.98
155.98
155.98
165.51
179.89

9
13.21
33.03
33.03
52.85
66.06
66.06
85.87
85.87

112.28
112.28
118.88
132.08

26.48
54.95
54.95
81.75
98.09
98.47

124.11
124.11
160.88
160.88
165.51
186.12

7
13.21
33.03
33.03
52.85
66.06
66.06
85.87
85.87

112.28
112.28
118.88
132.08

27.25
50.88
50.88
73.22

101.87
102.22
123.43
123.43
143.16
143.16
163.70
164.27

6
13.21
13.32
13.32
27.93
33.03
33.03
52.85
66.06
66.06
85.87
85.87

112.28
13.35
24.26
49.58
49.58
73.22
88.64
89.03

111.45
111.45
141.94
141.94
148.76
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简支边界约束下经典板的自由振动固有频率

解为：

ωmn = D
ρh

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê( mπ

L ) 2

+ ( nπ
b ) 2ù

û

ú
úú
ú

（30）

表 4 列举了四边简支（SSSS）边长为 10 nm 的

方形单层石墨烯分别采用原子⁃连续多尺度数值模

拟、经典板解析解和本文方法的前 12 阶固有频率。

从数值上看，经典板解析解与本文方法吻合得相当

好，二者的最大偏不超过 0.05%。与原子⁃连续多

尺度全数值模拟的结果相比，由于数值计算边界效

应的影响，偏差略大，但即使是高阶频率的误差如

振型（1， 4）与本文方法或经典解的偏差也小于

3%。因此，本文方法具有高精度和高鲁棒性。

固定边界约束下板的自由振动经典解为：

ωmn = 4
3

π2

L2

D
ρh ( )3m 4 + 2 ( )L

b

2

m 2 n2 + 3 ( )L
b

4

n4

（31）
表 5 列出了四边固定约束（CCCC）边长 10 nm

的方形单层石墨烯三种方法的前 12 阶固有频率。

由表 5 可见，经典解计算的固有频率在预测基频时

与原子⁃连续多尺度数值模拟和本文方法的结果吻

合得很好，在高阶频的预测上存在严重的失真问题。

对比原子⁃连续多尺度法和本文方法，原子⁃连续多

尺度无网格方法数值模拟避开了场函数的预设问

题，预测的固有频率和振型顺序与本文方法偏差限

制在 6.5%±3.5% 范围内，而经典解平均误差为

33.9%。因此，本文提出的一般场函数半解析法保

证了计算效率的同时具有全数值模拟方法的计算

精度。

3. 2 中心开口单层石墨烯的自由振动

中心开口的单层石墨烯几何参数具体如下：边

长 10 nm 的方形石墨烯，以正中心开方形口，方形开

口的尺寸为 10/13 nm。鉴于算例 1 中在对固定边界

约束条件下三种预测方法之间都存在较大偏差的现

象，本算例仅考虑简支边界约束下的开口对固有频

率的影响。表 6 列出了原子⁃连续多尺度无网格方

法和本文方法预测的中心开口石墨烯的前 12 阶频

率。与算例 1 中完整石墨烯两种方法的预测结果情

况一致，二者无偏差增大的趋势，再次证明了本文方

法的精度和鲁棒性。值得关注的是，与原子⁃连续多

尺度无网格全数值模拟相比，一方面本文方法在两

种边界约束的转化中，仅需要对与边界约束相关的

G矩阵作修改从而更新基础解系，省去了全数值模

拟方法中不同边界约束的重新建模工作，因而本文

方法在边界处理上具有更灵活的实用性；另一方面，

对于开口板的模拟，全数值模拟除重新建模外，还需

表 6 四边简支单层石墨烯（10 nm）中心开口（10/13 nm）前
12阶固有频率

Tab. 6 The first twelve natural frequencies of a SSSS 10 nm 
square graphene with a square cutout （10/13 nm）

模态

(m, n)
(1, 1)

(1, 2)或(2, 1)
(2, 2)

(1, 3)或(3, 1)
(2, 3)或(3, 2)
(1, 4)或(4, 1)

(3, 3)
(2, 4)或(4, 2)

固有频率/GHz
原子-连续法

13.1653
33.1860
54.2031
65.2799
88.3782

109.9323
124.5802
134.1927

本方法

13.1325
33.0300
52.6282
65.7165
85.8530

112.2496
118.8215
131.4207

误差/%

‒0.2491
‒0.4701
‒2.9056

0.6688
‒2.8573

2.1079
‒4.6225
‒2.0657

表 4 四边简支的单层石墨烯（10 nm×10 nm）前 12 阶固有

频率

Tab. 4 The first twelve natural frequencies of a SSSS 
10 nm×10 nm graphene

模态

(m, n)

(1, 1)
(1, 2)或(2, 1)

(2, 2)
(1, 3)或(3, 1)
(2, 3)或(3, 2)
(1, 4)或(4, 1)

(3, 3)
(2, 4)或(4, 2)

固有频率/GHz
原子-

连续法 [20]

13.1950
33.0011
53.4409
65.6698
87.1055

110.6689
122.3142
133.3478

经典板

解析解

13.2143
33.0357
52.8571
66.0714
85.8928

112.3213
118.9285
132.1427

本文

方法

13.2137
33.0320
52.8476
66.0565
85.8677

112.2785
118.8804
132.0834

误差/%

0.14
0.09

‒1.11
0.59

‒1.42
1.45

‒2.81
‒0.95

表 5 四边固定的单层石墨烯（10 nm×10 nm）前 12 阶固有

频率

Tab. 5 The first twelve natural frequencies of a CCCC 
10 nm×10 nm graphene

模态

(m, n)

(1, 1)
(1, 2)或(2, 1)

(2, 2)
(1, 3)或(3, 1)
(2, 3)或(3, 2)
(1, 4)或(4, 1)

(3, 3)
(2, 4)或(4, )

固有频率/GHz
原子-

连续法 [20]

23.1400
46.9260
70.4805
82.8536

107.2780
129.9146
145.6631
155.2559

经典板

解析解

24.9171
67.6672
99.6683

143.1377
167.8438
249.6375
224.2537
270.6687

本方法

24.5658
50.1211
73.9255
89.8550

112.7219
143.7973
150.3618
165.4743

误差/%

6.16
6.81
4.89
8.45
5.07

10.69
3.23
6.58
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要对开口区域的网格（有限元法）或者节点（无网格

法）做摘除处理，这一处理工作会改变系统的总刚度

矩阵和质量矩阵的维数。本文方法中开口区域仅仅

是改变了积分区域，从微分求和的角度而言，仅是求

和部分比完整板减少了，可以认为计算量比之前减

少了。同时，本文方法建立的广义刚度矩阵和质量

矩阵的维数与积分或者微分求和离散的节点数无

关，仅依赖于基函数的维数，因而在开口板的求解上

矩阵维数与完整板一致。简而言之，从计算角度而

言，在研究板的自由振动时，板开口或者多开口对本

文方法不会增加任何复杂度。

根据上述算例的验证结果，本文方法应用到开

口石墨烯/Al 复合材料的自由振动研究中。根据混

合法则，添加均布 1% 质量分数石墨烯纳米片的石墨

烯/铝复合材料的力学性能参数如表 7 所示。表 8 列

举了简支边界约束下 GPLs/Al复合材料板（0.5 m×
0.5 m×0.01 m）中心开口（0.05 m）的前 12 阶固有频

率有限元和本文方法的对比结果，二者最大偏差仅

约为 2%，再次验证了本文方法的可行性和计算精

度。本节以方形开口为例，按照阵列方式开口，开口

示意图如图 1所示，包括奇数开口和偶数开口两种模

式，二者的主要差别是板中心是否开口，即奇数开口

模式在板中心开口，偶数开口模式在板中心不开口。

为便于统计，采用 i×i表示在方形板两边上都开 i个
口的阵列开口模式。图 2 是以总开口面积占比为

25% 的前提，不同阵列方形开口形式下的石墨烯/Al

复合板的前 12 阶固有频率。图 2（a）列出了 1×1~
4×4四种开口模式的前 12阶固有频率。从 4条折线

的变化来看，高阶频率随着开口数的增加可能呈现

跳跃式的变化，这是因为开口造成结构不像完整板

一样遵循表 1 中的模态顺序。例如中心单一开口的

频率在多处如 5 和 6 阶、9 和 10 阶振型上顺序与完整

板出现的顺序相反。但是随着开口数的增加，如 3×
3 和 4×4 的模态趋于与完整板一致。为证实上述猜

想，图 2（b）列出了更多的阵列开口数 GPLs/Al复合

材料板的固有频率的变化。随着开口数的增加，开

口板的模态顺序严格趋近于完整板。此外，随着开

表 7 添加均布 1% 质量分数石墨烯纳米片的石墨烯/铝复合

材料的力学性能参数

Tab. 7 Mechanical properties of GPLs/Al composite with 
an addition of 1% （mass friction） GPLs

密度 ρ/(g·cm‒3)
2.6577

泊松比 μ

0.3029
杨氏模量 E/GPa

76.7285

表 8 简支 GPLs/Al复合材料板（0. 5 m×0. 5 m×0. 01 m）中
心开口（0. 05 m）的前 12阶固有频率

Tab. 8 The first twelve natural frequencies of SSSS GPLs/
Al composite plate （0. 5 m×0. 5 m×0. 01 m） with 
a central opening

模态(m, n)

(1, 1)
(1, 2)或(2, 1)

(2, 2)
(1, 3)或(3, 1)
(2, 3)或(3, 2)
(1, 4)或(4, 1)

(3, 3)
(2, 4)或(4, 2)

固有频率/GHz
有限元

199.49
504.20
797.63

1002.0
1302.9
1694.6
1799.8
1984.8

本方法

202.57
510.72
810.56

1011.17
1325.77
1731.57
1838.39
2019.63

误差/%

1.5439
1.2931
1.6211
0.9152
1.7553
2.1816
2.1441
1.7548

图 1 阵列矩形开口方形板模式

Fig. 1 Schematic diagram of a rectangular plate with an array 
cutouts

图 2 简支边界阵列方形开口石墨烯/Al 复合板（0. 5 m×
0. 5 m×0. 01 m）的固有频率，开口面积占比为 25%

Fig. 2 Natural frequencies of SSSS GPLs/Al composite 
plate （0. 5 m×0. 5 m×0. 01 m） with an array rectan⁃
gular cutouts， of which area ratio is 25%
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口数的增加，开口板的固有频率越趋于一致，如 13×
13和 18×18的固有频率折线基本重合。

图 3 给出了奇数开口、偶数开口及完整复合板

的前 5 阶频率。随着开口数的增加，开口分布越均

匀，任意阶次的固有频率和振型趋于完整板的自由

振动，并基本遵循单调性增加的规律。奇数开口模

式与偶数开口模式相比，偶数开口模式的曲线相对

平滑，趋于完整板的自由振动相对更稳定，这主要是

因为奇数开口模式中心开口对整体结构的影响更

大。图 4 给出的是三种不同开口模式下同样开口面

积占比（25%）的前 12 阶振型。图 4（a）中显示中心

单开口板的模态与多开口板和完整板的模态有显著

的差异。中心单开口板的前 4 阶模态与完整板相

似；第 6~8 阶和 9~10 阶具有比较清晰的完整板自

由振动模态，但出现顺序有较大的偏移；其他未标注

的模态甚至在完整板自由振动中未找到匹配的模

态。图 4（b）和（c）显示多开口模式的自由振动模态

除了第 9 和 10 阶模态与完整板有差异外，其他阶模

态都与完整板一致。因此，有理由给出结论如下：随

着开口数的增加，GPLs/Al 复合板的开口在全板上

的分布越来越均匀，广义刚度矩阵和广义质量矩阵

同步减小，因此其自由振动行为无论是频率还是模

态上都趋向于完整板的自由振动特性。

图 4 三种开口模式下 25% 的开口面积比的 GPLs/Al复合

板和完整板的前 1~12 阶振型

Fig. 4 The first 12 vibration modes of GPLs/Al composite 
in three different opening modes with the same cutout 
area ratio of 25% and unopened plate

图 3 GPLs/Al 复合板开口面积为 25% 条件下，前 5 阶频率

随着开口数目的变化

Fig. 3 The first five natural frequencies of GPLs/Al compos⁃
ite plate with cutouts， of which area ratio is 25%

620



第  3 期 颜建伟，等： GPLs/Al复合材料阵列开口结构的自由振动

本文方法除在板的开口处理上具有明显的计算

优势，在边界约束上仅仅根据与边界约束相关的线

性方程组形成的 G矩阵做转化外，非常便利地研究

各种约束下的自由振动。图 5~7 给出了 CCCC、

SFSF 和 CFCF 三种典型边界约束下的前 12 阶固有

频率与开口模型间的关系。随着开口数量的增加，

三种边界约束都呈现出前述结论，即开口数的增加，

使得板的刚度和质量分布重新均匀分布，因而系统

的固有频率和模态趋近于完整板的固有频率和

模态。

4　结  论

本文提出一种独立于边界条件的一般场函数半

解析法，场函数由高自由选择的基函数和待定权重

系数积求积后求和得到，具有变形形式无差异性表

达，如本文将同样的场函数表达式同时用于描述面

内拉压变形和面外弯曲变形。由于边界约束的存

在，待定权重系数间具有线性相关性，其基础解析能

恰好由边界约束的位移函数线性方程组确定。据此

建立的振动控制方程中的广义刚度矩阵和质量矩阵

具有正定性，因此系统的自由振动转换为特征值和

特征方程的求解问题。本方法应用在石墨烯和

GPLs/Al 复合材料板的阵列开口结构自由振动特

性研究上发现：

（1）简支边界约束的完整单层石墨烯片及中心

单开口石墨烯片自由振动的前 12 阶固有频率预测

结果证实了本文一般场函数半解析解与原子⁃连续

多尺度数值模拟及经典板解析解高度吻合。本文一

般场函数半解析法构造的刚度矩阵和质量矩阵只依

赖于基函数的维数，与离散积分无关，因此域内积分

可以采用离散积分方式高精度、高计算效率地求出。

（2）对比固定边界约束单层石墨烯的自由振动

前 12 阶固有频率发现，本文提出的一般场函数半解

析法与原子⁃连续多尺度全数值模拟计算结果较经

典解吻合得很好，误差为 6.5%±3.5%，经典解平均

误差为 33.9%，再次证明本文方法的鲁棒性。

（3）开口板的自由振动需将积分区域从完整板

减去开口部分，本文采用离散积分方式，求和计算量

比完整板更少，因此在求解开口类复杂结构时更具

计算优势。本文在研究阵列开口 GPLs/Al 增强复

合材料中发现，随着开口的增多，开口结构的固有频

率和振型越趋于完整板的固有频率和振型，这是因

为开口的增多使得板质量和刚度的分布越来越均

匀，系统刚度和质量同步减少。换而言之，开口面积

不会影响结构的自由振动特性，开口分布对结构的

自由振动特性具有主导作用。
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