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摘要: 采用基于移动 Kriging 插值的无网格法研究了多层纳米板的动力学行为。建立了考虑层内拉伸、层间剪切和单层弯曲的

多层二硫化钼动力学模型。通过与分子动力学模拟的结果比较表明，建立的多层纳米板模型能够很好地预测多层二硫化钼的

振动行为。多层二维结构层间剪切和滑移导致其违背了经典板理论的预测，主要归因于二维结构之间的层间剪切影响了其整

体动力学行为。分析了层数和尺寸对振动频率的影响，研究了层内拉伸刚度、层间剪切模量和单层弯曲刚度对振动频率的

影响。
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Abstract: A meshless method based on moving Kriging interpolation is used to study the dynamic behavior of multilayer nano⁃
plates. A dynamical model of multilayer molybdenum disulfide （MoS2） is established considering intra - layer stretching， interlayer 
shear and single layer bending. Compared with the results of molecular dynamics simulation， it is shown that the present model can 
predict the vibration behavior of multilayer MoS2. The interlayer shear and slip of multilayer two-dimensional structures violate the 
prediction of classical plate theory， mainly due to the effect of interlayer shear and slip on the overall dynamic behavior of two-di⁃
mensional structures. The influence of different layer number and size on the frequency is investigated， and the influence of the 
three factors on the frequency is studied by changing the intralayer tensile stiffness， interlayer shear modulus and single layer bend⁃
ing stiffness.

Keywords: multilayer nanoplate； interlayer shear； moving Kriging interpolation； meshfree method； multilayer MoS2

多层二维结构的层间相互作用可以显著影响层

内键合，能带结构和晶格振动，表现出与层相关的电

子、光学、热、机械和振动特性［1］。多层二维结构的

拉伸荷载通过层间剪切传递，因此，充分掌握二维结

构层间剪切规律，对于需精准操纵和控制的二维结

构柔性电子器件［2］和应变半导体［3］等技术的应用至

关重要。多层二维结构的弯曲刚度与经典板理论的

预测结果不符，主要归因于层间剪切和滑移，二维结

构之间的层间剪切和滑移与层内拉伸和弯曲变形存

在竞争，并影响整体力学响应。早期的研究通常将

多层二维结构等效为单层板［4⁃6］，显然上述效应在经

典板理论中是不存在的，经典板理论的基本假设不

包含层间滑动［7］。已有基于摩擦显微镜［8⁃9］和原子力

显微镜［10⁃11］的实验研究揭示了二维结构层间剪切行

为。然而这些研究对多层二维结构的层间变形和破

坏机制的解释有限，且并未给出层间剪切的定量表
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征。即使是已获得广泛关注的石墨烯，对其层间剪

切刚度的测量研究也是相对匮乏的。YAMASHI⁃
TA 等［12］对高度各向异性的天然石墨进行静态实

验，测得层间剪切刚度 τ在 0.25~0.75 MPa 之间。

BLACKSLEE 等［13］测量得到压缩退火热解石墨层

间的剪切刚度 τ为 0.9~2.5 MPa。LIU 等［14］通过对

石墨台面上微米石墨薄片的自缩回运动［15］和微米超

润滑现象［16］的观察得到 τ大约为 0.14 GPa。使用传

统的静态力学实验测量层间抗剪强度的主要挑战是

无法获得足够大的单晶石墨［17］。分子动力学模拟的

准 确 性 取 决 于 势 函 数 的 选 取［18⁃19］。 LEBEDEVA
等［20］指出，使用 Lennard⁃Jones（L⁃J）势计算多层石墨

烯层间相互作用能时，其大小被低估了一个数量级。

SHEN 等［18］对双层石墨烯进行了滑动模拟，并计算

了层间剪切模量，通过修改 AI⁃REBO 电位中的 L⁃J
参数以拟合实验结果。基于以上分析不难发现建立

合理的考虑层间剪切的连续介质模型对研究多层二

维结构力学行为至关重要［21］。LIU 等［22］提出了一个

忽略层内拉伸而考虑层间剪切的多层梁模型，该模

型将层间剪切角简化为挠度的一阶导数。HUANG
等［23］建立了考虑层内拉伸、层间剪切和单层弯曲的

多层板模型，构建的通用分析框架可直观地展示层

内拉伸、层间剪切和单层弯曲三者主导变形的转变

和竞争机制。LIU 等［24］采用分子动力学模拟并结合

建立的考虑层间剪切的非线性夹层板模型研究了双

层二硫化钼的非线性振动行为。ZHANG 等［25］研究

了层间剪切对双层二维结构振动的影响。通过扭转

双层二硫化钼的角度，使结构的固有频率出现了异

乎寻常的结果，由此提出了层间负剪切的概念来解

释这一现象。随后 ZHANG 等［26］采用分子动力学模

拟研究了不同堆垛的双层黑磷的振动行为，并建立

了正交各向异性层合板模型。通过层合板模型得到

了层间剪切方向和高阶模态形状与对应频率之间的

关系。LIU 等［27］通过分子动力学和考虑非均匀层间

剪切的夹层板模型研究了扭转双层二硫化钼的动力

学行为。结果表明，在很小的扭转角下，莫尔条纹会

导致层间范德华能在几十纳米尺度上的对称性被破

坏，并导致扭曲的双层二硫化钼的动态行为表现出

很强的位置依赖性。

从以上分析不难看出，建立可描述层间剪切的

多层纳米板模型对研究多层二维纳米结构的力学行

为至关重要。同时此类模型的求解通常较为复杂，

很难获得其解析解，因此往往需要借助数值方法求

解。无网格法构造高阶形函数时所展现出来的优势

深受学者们的青睐［28⁃29］。文献［30⁃31］采用基于移动

最小二乘近似的无网格法，结合高阶 Cauchy⁃Born

准则研究了碳纳米管的屈曲。YAN 等［32⁃33］采用移

动 Kriging 插值研究了碳纳米管的屈曲。随后 YAN
等［34］采用移动 Kriging 插值研究了圆形石墨烯扭转

中波纹幅度、波数和起皱角度的可控性。ROQUE
等［35］采用径向点插值的无网格法获得了基于修正的

偶 应 力 理 论 的 各 向 同 性 纳 米 板 弯 曲 的 数 值 解 。

THAI 等［36］采用移动 Kriging 插值研究了基于应变

梯度理论的磁电耦合功能梯度纳米板的自由振动。

随后 THAI 等［37］又将非局部应变梯度理论，高阶剪

切理论以及移动 Kriging 插值的无网格法相结合，建

立了一种非局部应变梯度无网格法用于研究夹层纳

米板的弯曲和自由振动。WANG 等［38⁃39］基于移动

最小二乘发展了一种高阶一致性的节点积分方案求

解一系列应变梯度薄梁/板问题，数值结果表明，一

致性积分在收敛性、精度以及计算效率方面都优于

标 准 高 斯 积 分 。 ALSHENAWY 等［40］采 用 移 动

Kriging 插值研究了在轴向机械荷载、外电驱动和温

度共同作用下，功能梯度压电纳米圆柱壳的屈曲模

态转变现象。YANG 等［41］采用移动 Kriging 插值研

究了基于偶应力理论的复合材料纳米圆柱壳的后屈

曲行为。LIU 等［42］采用移动 Kriging 插值的无网格

法研究了随机增强纳米复合材料制成的微圆柱壳在

轴向和侧向压缩组合作用下的非线性屈曲和后

屈曲。

本文采用基于移动 Kriging 插值的无网格法研

究多层纳米板的动力学行为。首先建立考虑层内拉

伸、层间剪切和单层弯曲的多层二硫化钼动力学模

型。随后将所建立的模型与分子动力学，等效单层

Kirchhoff板模型和 Mindlin 板模型的结果进行比较。

分析不同层数和尺寸对振动频率的影响，并通过改

变层内拉伸刚度、层间剪切模量和单层弯曲刚度的

大小，研究三者对振动频率的影响。

1　考虑层间剪切的多层板模型

多层二维纳米结构之间既没有超润滑，也没有

完全贴合，每一层厚度方向的尺度仅一个或几个原

子，而长、宽方向的尺度远大于厚度方向，因此将其

等效为多层薄板堆叠模型，如图 1 所示。当其发生

横向振动时会伴随着层间剪切和滑移，因此传统板

模型中平截面假定不再适用。多层板模型厚度方向

依旧远小于长、宽方向的尺寸，即假设每层板具有相

同的挠度，因此该模型中每层板 z方向的变形可等效

为一个w，而每一层板的面内位移包括 u和 v两部分。

考虑层内拉伸、层间剪切和弯曲变形的多层二

维结构自由振动的总势能包括以下三部分：
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U= UT + U S + UB （1）
式中，UT 为层内拉伸应变能；U S 为层间剪切能；UB

为弯曲能。

二维平面内层内拉伸应变能可表示为：

UT = 1
2 ∬∑

i= 1

N

εT
i DT ε idxdy （2）

式中，i表示第 i层，ε i =

é

ë

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê
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ú

ú
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ú

ú

ú
∂ui
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∂vi
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；DT = é
ë
êêêê ù

û
úúúúEh

Eh
，h为

单层板厚度，E为弹性模量。

由于考虑层内拉伸，层与层之间的剪切角应包

含两部分，分别为相邻层间滑移部分以及层内的弯

曲产生的剪切角，因此层间剪切能可表示为：

U S= 1
2 Gxh1∬∑

i=2

N ( )1
h1

Δui+
dw
dx

2

dxdy+

1
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i=2
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1
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1
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1
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dw
dy +( )dw
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2
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（3）
式中，Gx和 Gy分别为沿 x轴和 y轴方向的剪切模量；

N为总层数；h1 为层间剪切距离。

多层板的弯曲能为：

UB= 1
2 D∬∑

i=1

N ì
í
î

ïï
ïï
( )∇2w

2-2 ( )1-μ
é

ë

ê
êê
ê ∂2w

∂x2

∂2w
∂y 2 -

ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï

ù

û

ú
úú
ú
ú
ú( )∂2w

∂x∂y

2

dxdy （4）

式中，D= Eh3 [ ]12 ( )1 - μ2 为板的抗弯刚度；μ为

泊松比，∇2 = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y 2 为 Laplace 算子。

该模型中考虑单层板的面内位移 u和 v，以及面

外位移w，其动能可表示为：

T= 1
2 ρh∬∑

i= 1

N

( )u̇2
i + v̇2

i + ẇ 2
i dxdy （5）

式中，ρ为板的密度；u̇，v̇和 ẇ分别表示对时间的一

阶导数。

基于 Hamilton 原理，最终的变分形式为：

δ ∫
t1

t2

( )U- T dt= 0 （6）

四边固支边界条件下，边界处位移和转角固定，

其边界条件为：

w= 0，∂w
∂x = 0，∂w

∂y = 0 （7a）

ui = 0，∂ui
∂x = 0，vi = 0，∂vi

∂y = 0 （7b）

2　考虑层间剪切多层板模型的离散

方程

任意层的位移函数可表示为：

u i ( x )=Φ ( x ) qui ( x ) （8a）
v i ( x )=Φ ( x ) qvi ( x ) （8b）
w ( x )=Φ ( x ) qw ( x ) （8c）

式中， x=[ x，y ]；
qui ( x )=[ ui( )x 1 ui( )x 2 ⋯ ui( )x n ]；
qvi ( x )= [ vi( )x 1 vi( )x 2 ⋯ vi( )x n ]；
qw ( x )= [w ( )x 1 w ( )x 2 ⋯ w ( )x n ]，n为节点数。

Φ ( x ) 为基于移动 Kriging 插值的形函数，表

示为：

Φ ( x )= pT ( x ) A+ rT ( x ) B （9a）
其中，

A= (P TR-1 P )-1
P TR-1 （9b）

B= R-1 ( I- PA) （9c）
式（9b）中 R可表示为：

R=
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ê
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ê
êê
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ê

ê
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ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú1 γ ( x 1，x 2 ) ⋯ γ ( x 1，x n )
γ ( x 2，x 1 ) 1 ⋯ γ ( x 2，x n )

⋯ ⋯ ⋯ ⋯
γ ( x n，x 1 ) ⋯ γ ( x n，x n- 1 ) 1

（10a）

γ ( x，x i)= γ (ψ)= 2 (1 - e
-θ ( )ψa0

2)，        ψ≤ a0  （10b）

式中，ψ= x- x i 为点 x与 x i之间的距离；θ= 1 为

相关参数；a0 = 3 x- x i 为影响域。

式（9b）中 P可表示为：

P=
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê ù

û

ú

ú
úúú

ú

ú

úp1 ( x 1 ) … pm ( x 1 )
⋮ ⋮ ⋮

p1 ( x n ) … pm ( x n )
（11a）

pT ( x )= [ 1 x y x2 xy y 2 ] （11b）
式中，m为多项式基的项数。

图 1 多层板模型示意图

Fig. 1 Schematic diagram of multilayer plate model
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任意层的层内拉伸刚度矩阵可表示为：

KTi =∬BT
TiDT BTidxdy （12）

式中，BT
Ti=

é

ë

ê

ê
êê
ê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

úΦ，x

Φ，y

Φ，y Φ，x

。

层间剪切包括三部分，第一部分为相邻层之间

滑动产生的剪切变形，其刚度矩阵可表示为：

K 1
Si =∬BT

SiDSBSidxdy （13）

式中  BT
Si =

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

Φ/h1

Φ/h1
，DS = é
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êêêê ù

û
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。

第二部分为面内弯曲产生的剪切变形，其刚度

矩阵为：

K 2
S =∬C TDSC dxdy （14）

式中，C T = é
ë
êêêê ù

û
úúúúΦ，x

Φ，y

。

第三部分为上述两者之间产生的耦合矩阵：

K 3
Si =∬BT

SiDSC idxdy （15a）

K 4
Si =∬C T

i DSBSidxdy （15b）

任意层弯曲能的刚度矩阵为：

KD =∬BT
DDD BD dxdy （16）

其中，

BT
D =
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。

为方便最终刚度矩阵的组装，将任意层的质量

矩阵分为面内质量矩阵和面外质量矩阵两部分：

M 1
i = ρh∬N T

1 N 1 dxdy （17a）

M 2
i = ρh∬ΦTΦdxdy （17b）

式中，N T
1 = é

ë
êêêê ù

û
úúúúΦ

Φ
。

最终离散方程组可表示为：

(K total - ω2M total) q total = 0 （18）
其中，总的刚度矩阵为：
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总的质量矩阵为：
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总的位移矩阵为：

qT
total = [ q1 q2 ⋯ qN- 1 qN qw ] （21）

式中，qT
i = [ qui qvi ]，i=1，2，…，N。

3　考虑层间剪切的多层板模型振动

本节的纳米板以二硫化钼为研究对象，其物理

参数见表 1。为验证所建立模型的准确性，将分子

动力学模拟的结果与所建立多层板模型的结果进行

比对。本节分子动力学采用 Lammps 程序包进行模

拟，通过第二代 Brenner经验势来描述二硫化钼原子

间的相互作用。

对于多层二硫化钼结构可近似为各向同性材

料，其 xz 和 yz 面内的剪切模量分别为 Gx=Gy=
7.54 GPa，层间厚度为 h1=0.64 nm［24］。模型的长为

a=6 nm ，宽为 b=8 nm，边界条件为四边固支。

图 2 分别为采用分子动力学（MD），多层纳米板

模型（MPSM）以及多层纳米板等效单层 Kirchhoff
板模型（KPM）和 Mindlin 板模型（MPM）计算得到

的 1~6 层二硫化钼的前 4 阶振动频率 ω。
图 3为分子动力学和多层纳米板模型的前 4阶振

型。可以看出分子动力学的振动频率与振型和本文

所建立的多层纳米板模型的结果吻合得非常好，而等

效的单层 Kirchhoff板模型和 Mindlin板模型的振动频

率都高于分子动力学结果。这表明多层二维结构层

间剪切和滑移导致经典板理论不再适用。主要归因

于二维结构之间的层间剪切和滑移与层内变形（拉伸

和弯曲）存在竞争，并影响其整体动力学行为。

图 4 为不同长度多层纳米板的振动频率，可以

看出，随着长度的增加，多层纳米板的振动频率逐渐

减小。随着层数的增加，同一长度对应的同一阶振

动频率逐渐增加，与此同时振动频率增加的绝对值

逐渐减小。该结论与非局部硬化模型的结论是一致

的，因为随着长度的增加，无量纲非局部效应因子减

小，此时振动频率也随之减小，即频率随着非局部因

子的增大而提高［43⁃44］。

表 1 多层板物理参数［25］

Tab. 1 Physical parameters of multilayer plate［25］

D/ (N ⋅ m )
2.4369×10-18

μ

0.31
ρ/ (kg·m-3)

9680.2
h/nm
0.323
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图 5 给出了不同层间剪切模量对振动频率的影

响，图中横坐标 φ1代表剪切模量增加的倍数。结果

表明，随着剪切模量的增加，频率逐渐增大。

图 3 多层二硫化钼前 4 阶振型图

Fig. 3 First four order mode shapes of multilayer MoS2

图 5 层间剪切模量与多层板振动频率的关系

Fig. 5 The relationship between interlayer shear modulus 
and frequencies of multilayer plates

图 2 不同层数二硫化钼的频率

Fig. 2 Frequencies of MoS2 for different layers

图 4 不同长度多层纳米板的振动频率（b=6 nm）

Fig. 4 Frequencies of multilayer plates with different lengths 
（b=6 nm）

627



振   动   工   程   学   报 第  38 卷

图 6 为层内拉伸刚度与频率的关系，图中横

坐标 φ 2 代表层内拉伸刚度增加的倍数。可以看

出 随 着 层 内 拉 伸 刚 度 的 增 加 ，频 率 几 乎 不 发 生

改变。

图 7 为单层板弯曲刚度与频率的关系，图中横

坐标 φ3 代表层内弯曲刚度增加的倍数。可以看出

随着单层弯曲刚度的增加，频率逐渐增大。综上，层

间剪切模量和单层弯曲刚度对横向振动频率的影响

较大，而层内拉伸刚度的增加对横向振动频率几乎

没有影响。

4　结  论

本文首先建立了考虑层内拉伸、层间剪切和单

层弯曲的多层纳米板动力学模型。以二硫化钼为研

究对象，并基于移动 Kriging 插值的无网格法计算了

多层纳米板模型的振动频率，以及多层二硫化钼等

效为单层 Kirchhoff 板和 Mindlin 板的振动频率。通

过与分子动力学模拟的结果比较表明，建立的多层

纳米板模型能够很好地预测多层二硫化钼的振动行

为。这也说明多层二维结构层间剪切和滑移导致其

违背了经典板理论的预测，主要归因于，二维结构之

间的层间剪切影响了其整体动力学行为。随后分析

了不同层数和尺寸对振动频率的影响，并通过改变

层内拉伸刚度、层间剪切模量和单层弯曲刚度的大

小来研究三者对振动频率的影响。研究表明，改变

层内拉伸刚度几乎不改变多层纳米板的振动频率，

而改变层间剪切模量和单层弯曲刚度对振动频率的

影响较大。
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