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弹跳小球-薄板系统的动力学行为研究
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摘要: 通过物体在振动结构表面上的运动可实现输送，随着机械自动化与智能化的快速发展，这项技术面临着更多的要求和挑

战。此类输送  设备一般可简化为弹跳小球在振动薄板表面上的运动模型。本文在细/宏观尺度下，建立了理想情形下的小球⁃
薄板碰撞理论模型，设计并搭建了弹跳小球⁃薄板系统动力学行为实验平台，通过声压传感器和数据采集仪获取并处理小球撞

击薄板的声信号，分析激振频率、振幅和小球质量对碰撞间隔和强度的影响。结果表明，小球⁃薄板碰撞间隔与碰撞强度不是

一个固定值，呈现出带有单峰值的状态；随着频率和振幅的增大，小球⁃薄板碰撞间隔与碰撞强度均提高；增大小球的质量，小

球⁃薄板碰撞间隔与碰撞强度均降低，并且该变化是一种相对趋势的变化即均值体现，而非严格的绝对变化。特别地，在实验

中发现小球与薄板的碰撞时刻波形并不是瞬时的，而是有一段作用时间，这与小球与薄板相撞的耦合作用以及薄板受小球冲

击的受迫振动的衰减有关。
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Abstract: Conveying can be achieved through the motion of objects on vibrating structural surfaces. With the rapid development of 
mechanical automation and intelligence， this technology is facing more requirements and challenges. This type of conveying equip⁃
ment can generally be simplified as a motion model of bouncing balls on a vibrating thin plate surface. This article designs and 
builds an experimental platform for the dynamic behavior of a bouncing ball-thin plate system at a micro/macro-scale using an ideal 
ball-thin plate collision theoretical model. By using sound pressure sensors and data acquisition instruments to extract and process 
the sound signal of the ball hitting the thin plate， the effects of excitation frequency， amplitude， and ball mass on collision interval 
and strength are analyzed. The results show that the collision interval and collision strength between balls and thin plates are not 
fixed values， but exhibit a state with a single peak value. As the frequency and amplitude increase， the collision interval and colli⁃
sion intensity between balls and thin plates increase. Increasing the mass of the ball results in a decrease in both the collision interval 
and collision intensity， and such a change is a relative trend reflected by the mean， rather than a strictly absolute change. Specifical⁃
ly， it is found in the experiment that the waveform of the collision time between the ball and the thin plate is not instantaneous， but 
has a period of time effect， which is related to not only the coupling effect of the collision between the ball and the thin plate， but al⁃
so the attenuation of the forced vibration of the thin plate under the impact of the ball.

Keywords: thin plate；vibration；bouncing ball；sound pressure sensor；experiment

受脉冲载荷作用的薄板是多种工程问题的简化

模型。振动给料机（输送机）、汽车车辆包括轨道交

通机车自动组装设备中的部件运输、固体颗粒的传

递和分离等都是利用物体在振动表面的运动来实现

输送的功能。这些系统可模型化为弹跳小球在振动

薄板表面的运动行为，因此开展其动力学行为研究

对相关工程应用有一定的指导意义。

自 20 世纪 80 年代起，人们即对一个刚性小球在
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做周期振动的台面上的弹跳运动开展了一些研

究［1⁃2］。EVERSON［1］描述了一个在振动平台上反弹

的完全弹性球受到周期性作用力的系统，揭示了小

球的准周期运动。NAYLOR 等［3］发现小球在垂直

于振动平台上的弹性反弹会产生混沌现象。AY⁃
MAR 等［4］用手持球拍有节奏地弹球使其达到预设

的幅度，发现恢复系数的变化会导致球的振幅变化。

LEONEL 等［5］通过使用速度变量和离散时间建立

了粒子反弹系统的二维动力学理论。DA COSTA
等［6］研究了弹跳球模型中的经典粒子系统及其与能

量扩散有关的统计性质。FEOLI等［7］从经典和量子

角度阐述了弹跳球的动力学性能，分别分析了惯性

质量和引力质量的作用，刻画了不同质量的粒子在

均匀引力场中的行为。MARÒ［8］考虑弹跳球的自由

落体运动和反弹后的垂直运动，导出了正则周期函

数的二阶导数，给出了任意大幅度运动和混动的充

分条件。JIANG 等［9］开展了弹跳球的混沌动力学实

验，讨论了能级跃迁的概率和规则，分析了小球碰撞

过程中的能量耗散。

不过，尽管已有部分学者对弹跳小球的运动开

展了若干研究，但是关于小球和薄板系统耦合振动

的研究并不多。HILL 等［10］对单个弹性球在振荡板

上的反弹进行了初步探索，证明在某些情况下球可

以先进行大反弹，然后开始小反弹。JIANG 等［11］分

析了完全非弹性球在垂直振动板方向上的弹跳行

为，发现小球在振动板上会发生一系列次谐波分叉。

已有的部分研究运用了理论与数值分析，或在

理论模型建立后进行了计算机模拟仿真，鲜有文献

直接搭建合适的实验平台，再对弹跳球⁃薄板的运动

过程进行采集和分析，因此实验测试数据很少见。

不同于已有文献采用的研究手段［12⁃18］，本文通过设

计并搭建实验平台，采用声压传感器和 DASP 数据

采集仪捕获小球与薄板碰撞瞬间的动力学行为，精

确度比以往文献常采用的高速相机更高。考虑了频

率、振幅对系统的作用效果，具体分析了各参数对小

球 ⁃薄板碰撞间隔和碰撞强度的影响。研究结果可

为智能机械化工程及后续进一步的微/纳观实验提

供参考。

1　理论模型

首先在理想情况下建立弹跳小球 ⁃薄板系统的

理论模型［19⁃20］。假设振动薄板受外界正弦激励，并

且其质量远大于小球质量，小球和振动薄板之间的

碰撞是瞬时的，即薄板的运动不受碰撞冲击的影响。

此外，碰撞通常是非弹性的，即每次碰撞中都有能量

损失。若能量没有损失，则碰撞是弹性的［21⁃22］。

1. 1　碰撞关系

碰撞属于非连续和非光滑过程，因为本文考虑

的小球⁃薄板系统不计摩擦作用，同时小球与薄板进

行的是一个正碰撞行为，涉及到的非线性因素较少，

因此非光滑因素在本文模型中的影响不大，可以忽

略。考虑小球在碰撞前、后的速度变化，在静止薄板

上，令 v'k、vk 分别为第 k 次碰撞薄板前、后瞬间小球的

速度，则：

vk = -αv'k，  0 ≤ α ≤ 1 （1）
式中，α 为恢复系数，用来衡量每一次碰撞后能量的

损失程度，如果 α=1，则该系统是保守的且碰撞是

弹性的。

如图 1 所示，薄板在外激励下以正弦方式振动，

uk 为地面参考系中薄板的速度。 v̄ 'k、v̄ k 分别表示以

薄板为参考系时，在第 k 次碰撞薄板前、后瞬间小球

的速度，在薄板参考系中有：

v̄ k = -αv̄ 'k （2）

在地面参考系中，小球碰撞薄板前、后的速

度为：

v̄ 'k = v'k - uk，    v̄ k = vk - uk （3）
根据式（2）可得：

vk - uk = -α ( v'k - uk ) （4）
变换式（4）即可得到第 k 次碰撞后瞬间以地面

为参考系的小球的速度：

vk = ( 1 + α ) uk - αv'k （5）
式（5）即为碰撞关系，它表明，薄板的碰撞给小

球贡献了 ( 1 + α ) uk 的速度。值得一提的是，此处仅

通过相对运动前、后的速度关系直接建立碰撞关系，

比较简洁明了。实际上，本文所考虑碰撞理论模型

还可满足动力学中的动量守恒定律。

1. 2　运动方程

当小球和薄板碰撞时，小球和薄板之间的距离

为零，并且在两次碰撞之间，小球以恒定加速度 g 上

升或下降，因此，引入一个二次函数：

x ( t )= xk + vk ( t - tk )- 1
2 g ( t - tk )2 （6）

式中，xk 表示第 k 次碰撞后小球的位置；tk表示第 k 次

图 1 小球在不同参考系中的运动

Fig. 1 The motion of balls in different reference frames
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碰撞后的时间。

式（6）表示小球在第 k 次碰撞之后的位移关于

时间 t的函数。令薄板位移 s为［19⁃20］：

s ( t )= A [ sin ( ωt + θ0 )+ 1] （7）
式中，A 为薄板振幅；ω 为外激励圆频率；θ0 表示 t=0
时刻的初相位。给正弦函数加 1，以确保该薄板的

振幅始终为正，则 t 时刻小球与薄板的位置差可表

示为：

d ( t )= x ( t )- s ( t ) （8）
由于小球位置不会低于薄板，式（8）应该始终是

一个非负函数。当 t>tk 时，d ( t )= 0 的第一个解即

为下次碰撞的时间。将式（6）和（7）代入式（8），并令

d ( t )为零可得：

xk + vk ( tk + 1 - tk )- 1
2 g ( tk + 1 - tk )2 -

A [ sin ( ωtk + 1 + θ0 )+ 1]= 0 （9）
碰撞时薄板的位置和球的位置是相同的，因此：

xk + 1 = A [ sin ( ωtk + 1 + θ0 )+ 1] （10）
将式（10）代入式（9）可得：

xk + 1 = xk + vk ( tk + 1 - tk )- 1
2 g ( tk + 1 - tk )2 （11）

结合式（5）和式（7）得：

vk + 1 = ( 1 + α ) ωA cos ( ωtk + 1 + θ0 )-
α [ vk - g ( tk + 1 - tk )] （12）

利用式（11）和（12），选取如下参数［20］：振幅 A=
0.0012 cm，激振频率 f=200 Hz，小球初始速度 v0=
8.17001 cm/s，初始相位 θ0=0.12001，恢复系数 α=
0.9。编写程序并运行后，得到小球与薄板的碰撞关

系如图 2 所示。

图 2 中，圆点代表小球与薄板的碰撞时刻，在理

想模型下，小球与薄板的碰撞是瞬时的，并且碰撞过

程中薄板不受碰撞的影响，保持正弦振动。小球与

薄板碰撞间隔不是固定值，而是呈现出一定的分布

状态。

2　实验研究

本文设计并搭建了弹跳小球 ⁃薄板动力学行为

实验平台，通过提取和处理小球碰撞薄板的声信号，

分析激振频率、振幅和小球质量对碰撞间隔和碰撞

强度的影响。实验场所为苏州大学轨道交通学院半

消音实验室，其基底噪声小于 20 dB，保证了实验数

据采集的精确度。

2. 1　实验主要设备

实验中所使用的主要设备包括：音频频率发生

器（SweepGen）、功率放大器、振动励磁机、铝制薄

板、小球（碳酸钙）、声压传感器（声望）、DASPV10
多功能数据采集仪（北京东方振动和噪声技术研究

所）。实验平台示意图如图 3 所示。

薄板紧固在振动励磁机上，音频频率发生器产

生不同频率和振幅的正弦信号，通过功率放大器连

接到振动励磁机使得薄板保持正弦振动，进而触发

小球弹跳，运用声压传感器和数据采集仪连接至计

算机进行声信号采集。

2. 2　实验内容

首 先 验 证 设 计 实 验 的 可 行 性 ，采 用 频 率 为

180 Hz，音量为 60 dB（改变音量来改变振幅）的正弦

信号激振 4 mm 小球，DASP 数据采集仪在计算机上

进行自谱分析，如图 4 所示。同时，为进一步观察小

球和薄板碰撞瞬间的波形，截取其中一小段进行观

察，如图 5 所示。

由图 4所示的频谱图可知，采集到的薄板振动频

率为 180 Hz，与音频频率发生器给出的频率一致，这

表明在实验过程中，薄板受到的激振频率没有失真。

从图 5 中可以看出，当小球与薄板未进行碰撞时，采

集的声压波形只有薄板的正弦振动；小球与薄板碰

撞时，其声压波形异于仅有薄板振动时的波形，说明

图 2 小球-薄板系统碰撞图

Fig. 2 Collision diagram of ball-thin plate system

图 3 弹跳小球-薄板系统实验平台示意图

Fig. 3 Schematic diagram of the experimental platform of 
bouncing ball-thin plate system
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运用声压传感器能够很好地捕捉小球与薄板之间的

碰撞行为，从而证实了本文实验方案的可行性。

其次进行了频率 f 分别为 180、200、220 Hz，音
量 V 分别为 60、80 dB，小球直径 D 分别为 4、5 mm
情况下的实验。DASP 数据采集仪在采集数据时，

是将薄板的正弦振动和小球 ⁃薄板碰撞行为声压波

形同时采集，不便于分析系统碰撞行为，因此对

DASP 采集的声压波形进行滤波，采用带通滤波器

滤去薄板的正弦振动，得到小球⁃薄板碰撞声压波形

图如图 6 所示。

图 6（a）、（b）、（c）分别给出了小球直径为 4 mm，

音量为 60 dB，激振频率分别为 180、200、220 Hz 时

小球 ⁃薄板碰撞声压波形图。可见随着频率的增大，

小球与薄板碰撞的波形间隔相对越来越疏，这表明小

球与薄板的碰撞间隔越来越大，小球脱离薄板弹跳越

来越高，在空中运动的时间越来越长。由式（12）亦可

知，频率增大给小球提供了更大的反弹速度，进一步

验证了本文的理论模型。比较图 6（a）和（d）可知，在

频率和音量一定的情况下，小球的质量影响着系统的

动力学响应。这一点与理想情况下的理论模型不同，

类似于已有文献的做法，为方便计算，本文理论模型

中并未考虑小球的质量。但是，在本文实验中发现，

随着小球质量的增大，碰撞波形间隔变密，小球⁃薄板

的碰撞间隔变小，小球弹跳高度变低，反弹速度变小。

因此，在细/宏观尺度下，小球质量不可忽略。图 6（b）
和（e）揭示了随着音量的增大即振幅的增大，小球与薄

板的碰撞间隔增大，小球反弹速度提高，因此振幅增

大同样增大了小球的反弹速度。

2. 3　实验数据处理与分析

进一步分析带通滤波后的小球 ⁃薄板碰撞声压

波形数据，得到如图 7 所示的小球 ⁃薄板碰撞间隔统

计图，其中横坐标表示小球⁃薄板碰撞间隔与激振周

期之比，纵坐标表示所占个数。

由图 7 可知，小球与薄板的碰撞间隔与激振周

期之比并不是一个固定值，而是在一定区间内呈现

分布状态，并且具有单峰值。图 7（a）~（c）给出了小

球质量和音量（振幅）一定时，不同频率下的小球碰

撞间隔与激振周期之比的统计图。可见随着频率的

增大，其比值相应地沿着横坐标整体右移，同样说明

了小球碰撞间隔的相对增大，并且单峰值对应的比

值也随之增大。图 7（b）和（d）表明，在其他条件一

定的情况下，小球质量越大，比值沿横坐标左移，单

峰值对应的比值减小。可见小球碰撞间隔缩短，质

量的存在影响了小球的反弹速度。比较图 7（a）和

（e）可见，随着音量的增大，小球的碰撞间隔也增大，

进而提高了小球的反弹速度。

进一步地，对小球⁃薄板碰撞时产生的声压进行

了统计分析。如图 8 所示，横坐标表示碰撞时刻的

声压，即两者碰撞时碰撞的强度，纵坐标表示各声压

值所占个数。

图 4 弹跳小球-薄板自谱分析图

Fig. 4 Auto-spectral analysis diagram of bouncing ball-thin 
plate

图 5 弹跳小球-薄板碰撞瞬间截断波形图

Fig. 5 Truncation waveform diagram of bouncing ball-thin 
plate collision moment

图 6 带通滤波后小球-薄板碰撞声压波形图

Fig. 6 Waveform diagrams of ball-thin plate collision sound 
pressure after bandpass filtering
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从图 8 中可以看出，小球与薄板碰撞产生的声

压也并非一个固定值，而是在一定区间内呈现分布

状态。声压值表示小球与薄板碰撞的强度，其值不

是一个固定值有如下两方面的原因：一方面，小球每

次与薄板的碰撞间隔不同，则小球每次下落碰撞速

度不同，造成碰撞强度存在差异；另一方面，小球弹

跳过程中薄板自身也在做正弦振动，小球与薄板相

撞时，可能恰逢薄板往波谷运动，两者同向运动，碰

撞强度较小，也可能恰逢薄板往波峰运动，两者相向

运动，碰撞强度较大。分析图 8（a）~（c）可见，随着

频率的增大，小球与薄板的碰撞强度相对增强。图

8（b）和（d）表明，小球质量越大，小球与薄板的碰撞

图 8 小球-薄板撞击声压统计图

Fig. 8 Statistical diagrams of ball-thin plate collision sound 
pressure

图 7 小球碰撞间隔与激振周期之比统计图

Fig. 7 Statistical diagrams of the ratio of collision interval of 
balls to excitation period
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强度越弱。比较图 8（a）和（e）发现，随着音量的增

大，小球与薄板的碰撞强度亦增大。

3　结　论

通过理论建模并设计搭建实验平台，研究了弹

跳小球 ⁃薄板系统的动力学行为。不同于已有文献

采用的实验方法，本文采用声压传感器和 DASP 数

据采集仪捕获小球与薄板的碰撞瞬间，精确度更高。

考虑了频率、振幅对系统的作用效果，具体分析了各

参数对小球 ⁃薄板碰撞间隔和碰撞强度的影响。在

实验中发现了理论模型中忽略的小球质量对系统动

力学存在影响，这是因为实验研究的尺度在细/宏观

范围，该范围内小球质量相比微/纳观范围而言不能

忽略。分析结果表明，小球⁃薄板碰撞间隔与碰撞强

度都不是一个固定值，而是在一定区间内呈现分布

状态；随着频率和振幅的增大，小球 ⁃薄板碰撞间隔

与碰撞强度也增大；增大小球质量，小球 ⁃薄板碰撞

间隔与碰撞强度均减小，并且该变化是一种相对趋

势的变化即均值的体现，而非严格的绝对变化。特

别地，在实验中发现小球与薄板的碰撞时刻波形并

不是瞬时的，而是有一段作用时间，这与小球 ⁃薄板

系统相撞的耦合作用以及薄板受小球冲击的受迫振

动的衰减有关。
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