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面内平动纳米板振动特性的两类尺度效应分析
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摘要: 基于非局部应变梯度理论研究了具有轴向速度的二维纳米薄板的横向自由振动特性。根据广义哈密顿原理建立系统面

内平动的振动控制方程，以四端简支情况为例，利用复模态分析法推导了纳米板的固有频率，通过控制方程的平衡解确定了系

统的临界速度，并进一步对亚临界和超临界速度下前 4 阶模态函数的实部和虚部进行了分析。数值结果表明，尺度效应在微

纳尺度下会导致系统自振频率发生改变，非局部参数和应变梯度参数分别对纳米板的等效刚度产生“软化”和“硬化”效应，从

而影响了纳米板的固有频率和模态函数，高阶频率和振型受到尺度参数的影响更为显著。

关键词: 纳米板； 非局部应变梯度理论； 尺度效应； 临界速度

中图分类号: TB383；O326  文献标志码: A  文章编号: 1004-4523（2025）03-0653-10 
DOI：10.16385/j.cnki.issn.1004-4523.2025.03.023

Vibration characteristics analysis of two types of size effects on in-plane 
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Abstract: The transverse free vibration characteristics of a two-dimensional nanoplate with axial velocity are investigated based on 
the nonlocal strain gradient theory. The vibration control equations for the in-plane advection of the system are established accord⁃
ing to the generalized Hamilton’s principle， and the intrinsic frequency of the nanoplate is derived by using complex modal analysis 
in the case of a four-ended simple support. The critical velocity of the system is determined by the equilibrium solution of the con⁃
trol equations， and the real and imaginary parts of the first-fourth-order modal functions are further analyzed for both the sub-critical 
and the supercritical velocities. The numerical results show that the scaling effect leads to a change in the self-oscillation frequency 
of the system at the micro- and nanoscale， and the nonlocal and strain gradient parameters have ‘softening’ and ‘hardening’ effects 
on the equivalent stiffness of the nanoplates， respectively， which affects the intrinsic frequency and the modal function of the nano⁃
plates. This affects the intrinsic frequency and mode function of the nanoplates， and the higher order frequencies and vibration 
modes are more significantly affected by the size parameters.
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自 1991 年首次发现碳纳米管以来，纳米力学领

域便引起了人们的广泛关注，众多实验和数值模拟

发现，微观材料变形会呈现出“尺度效应”现象，因

而，研究人员对经典连续介质理论的适用性产生质

疑。鉴于此，发展出了一系列修正理论用以描述材

料和结构的尺度效应，如非局部理论、偶应力理论、
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应变梯度理论、速度梯度理论和高阶剪切变形理论

等。其中，非局部理论和应变梯度理论的应用最为

广泛，这两种理论分别使用“硬化”和“软化”的力学

参数来描述微观层面的尺度影响。LIM 等［1］将这两

类参数结合在一起，提出了非局部应变梯度理论模

型，通过探索碳纳米管波传播问题中的色散关系，发

现系统中“软化”和“硬化”现象会同时存在。该理论

提出以来，学者们将其应用于多种微纳结构的弯曲、

屈曲、振动以及波传播等力学行为探索中，该理论下

结构的力学行为对于尺寸的依赖程度与单一理论存

在一定差异，这也使其成为目前研究的热点之一。

由于二维纳米板结构在纳米医学、芯片、传感器

和军工等诸多工程领域都有广泛的应用，分析其力

学行为和特性对于相关器件的设计和优化至关重

要。PRADHAN 等［2］推导了 Winkler 地基的非局部

纳米板的运动方程，讨论了非局部参数、弹性模量和

刚度等主要参数对无量纲振动频率的影响。RED⁃
DY［3］使用非线性应变下的非局部微分本构关系，重

新阐述了经典和剪切变形梁板理论，给出了广义位

移形式的虚功。ŻUR 等［4］建立了非局部修正正弦剪

切变形磁电耦合功能梯度纳米板模型，并对其动态

响应进行分析。GAO 等［5］基于修正偶应力理论结

合 Reddy 梁和 Mindlin 板建立了三阶剪切板模型，求

解了四端简支板静力弯曲和自由振动的问题。LI
等［6］在文献［5］的研究基础上，利用变分公式建立了

一个尺寸相关的功能梯度微板模型，结论指出，修正

偶应力模型预测的四端简支微板横向中心挠度、电

势、应力和水平方向电位移小于经典正弦板模型的

预测值。GHORBANPOUR 等［7］建立具有挠曲电和

表面效应的非局部纳米环板，通过一阶剪切变形理

论研究了长径比、小尺度参数、厚度等多个参数对动

态力学行为的影响。ZHANG 等［8］采用具有对称性

的负二阶梯度弹性理论对各向同性非矩形板进行分

析，研究了环形、扇形及三角形微板的自由振动特

性。MARYNOWSKI［9］考察了热效应对具有轴向

速度的多尺度板的影响，对温度、速度、内部阻尼等

参数进行了讨论。MOSTAFA 等［10］进行弹性地基

上受迫振动石墨烯板在热力耦合下的几何非线性分

析，基于非局部应变梯度理论进行了瞬态行为的参

数研究。BABAEI 等［11］建立了无限长功能梯度多

孔材料圆柱板模型，利用非局部应变梯度理论和高

阶剪切变形理论研究了模型的热响应和力学响应。

KARIMIASL 等［12］研究了黏弹性条件下磁电纳米板

的临界荷载。BEDROUD［13］基于 Mindlin 一阶剪切

变形理论建立了非局部中厚圆形和环形功能梯度板

模型，进行参数分析及静态屈曲分析。YAN 等［14］考

虑表面效应和压电纳米薄板在力电耦合作用下的电

弹性响应。YAN 等［15］进一步根据修正的 Kirchhoff

板模型研究了不同面内约束四端简支压电纳米板的

表面效应，讨论了压电结构的尺度依赖性。

现有文献大多集中在研究纳米板的单一尺度效

应上，大部分使用的是非局部理论或应变梯度理论，

在这些理论框架下无法确定系统硬化、软化特性的

竞争关系，因此有必要建立一种力学模型以综合考

察两类尺度效应的影响。为解决这一问题，LUO
等［16］通过非局部应变梯度理论研究了轴对称功能梯

度圆形纳米板在径向荷载下振动特性的尺度相关

性，在此基础上，WANG 等［17］采用相同理论进一步讨

论了圆形 Mindlin 纳米板面外自由振动的力学行为，

但均未考虑到轴向速度的影响。在上述背景下，本

文基于非局部应变梯度理论提出一类具有轴向速度

的二维纳米薄板模型，通过广义哈密顿原理建立了

横向自由振动的控制方程，运用复模态分析法推导

了四端简支纳米板的固有频率和临界速度，讨论尺

度参数对两者的影响，并进一步对亚临界和超临界

速度下纳米板前 4阶模态函数进行了分析。

1　面内平动非局部应变梯度纳米板模型

具有轴向速度的纳米矩形薄板模型如图 1 所

示。板长为 La，宽为 Lb，厚度为 h，材料密度为 ρ，弹
性模量为 E，两端受不随厚度变化的拉力 fx和 fy，以
速度 c沿 x方向作匀速运动。

由位移表达式可以得到纳米薄板存在 x，y，z三
个方向的平面应变：
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εxx = ∂
∂x  u ( x，y，t )- z ( ∂2

∂x2  w ( x，y，t ) )
εyy = ∂

∂x  v ( x，y，t )- z ( ∂2

∂y 2  w ( x，y，t ) )
εxy = ∂

∂x  v ( x，y，t )+ ∂
∂y  u ( x，y，t )-

2z ∂2

∂x∂y w ( x，y，t )

   （1）

式中，u ( x，y，t )、v ( x，y，t )、w ( x，y，t )是薄板中面沿

图 1 轴向运动纳米薄板模型

Fig. 1 Axially moving nanoplate model
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x、y、z方向的位移。

由文献［1］提出的非局部应变梯度理论可知，系

统的总应力由传统的非局部应力及高阶非局部应力

组成，其表达式为：

tij = σij - ∇σ 'ij （2）
式中，tij为总应力；σij为非局部应力项；σ 'ij为高阶非

局部应力项；i=x，y；j=x，y。
通过引入线性非局部算子 Li = 1 -( ei a )2 ∇2，

（i=0，1），并假设 e= e0 = e1，式（2）可简化为：

[ 1 -( ea )2 ∇2 ] tij = E ( 1 - l 2 ∇2 ) εij =
( 1 - l 2 ∇2 ) σij （3）

式中，∇2 = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y 2 表示拉普拉斯算子，e0 和 e1 是

非局部的材料常数参数；a是内特征长度参数， ea合
称为非局部参数；l是材料长度尺度参数。

由式（3）可以得到包含两类尺度参数的非局部

本构关系：

[ 1 -( ea )2 ∇2 ] ( )σxx
σyy
σxy

= ( )σ 'xx
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= ( 1 - l 2 ∇2 ) ⋅
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（4）

式中，μ为泊松比。

根据哈密顿原理，可以计算纳米板振动控制

方程：

∫
0

t

( δK- δU+ δW ) dt= 0 （5）

其中，势能U的变分为：

δU=∫A∫
h
2
- h

2
( σxx δεxx + σyy δεyy + σxy δεxy ) dzdA   （6）

动能K的变分为：

δK= ρh
2
ì
í
î

∂2

∂t 2 w ( x，y，t ) δw ( x，y，t )+

c2 [ ∂2

∂x2 w ( x，y，t ) δw ( x，y，t ) ]+

ü
ý
þ

2c [ ∂2

∂t∂x w ( x，y，t ) δw ( x，y，t ) ] dA （7）

外力做功的变分 δW为：

δW=∫A
( fx δu+ fy δv ) dA （8）

式中，A为薄板中面面积。

将式（6）~（8）代入式（5），根据分部积分计算得

面内平动纳米板的振动方程（详细计算过程见附

录 A）：

∂2Mxx

∂x2 + 2 ∂2Mxy

∂x∂y + ∂2Myy

∂y 2 + fx
∂2w
∂x2 + fy

∂2w
∂y 2 =

ρh ( 2c ∂2w
∂t∂x + c2 ∂2w

∂x2 + ∂2w
∂t 2 )    （9）

式中，Mxx、Myy、Mxy为非局部弯矩，即：

( Mxx，Myy，Mxy )=∫ h
2
- h

2
( σxx，σyy，σxy ) zdz （10）

将式（10）代入式（9）中，可以得到：

D ( 1 - l 2 ∇2 ) ( ∂4w
∂x4 + 2 ∂4w

∂x2 ∂y 2 + ∂4w
∂y 4 )=

[ 1 -( ea )2 ∇2 ] ⋅[ fx
∂2w
∂x2 + fy

∂2w
∂y 2 -

ρh ( 2c ∂2w
∂t∂x + c2 ∂2w

∂x2 + ∂2w
∂t 2 ) ] （11）

式中，D= Eh3

12( 1 - μ2 )
为纳米板弯曲刚度。

引入无量纲量：

X= x
L a

，Y= y
L b

，W=w
h
，λ= L a

L b
，K 1=

fx L 2
a

D
，

K 2=
fy L 2

a

D
，τ= ea

L a
，ξ= l

L a
，

T= th
E/ [ 12( 1-μ2 ) ρ ]

L 2
a

，

γ= [ 12( 1-μ2 ) ρ ] /E L a c
h

（12）

则无量纲化的振动控制方程为：

ξ 2 ∂6W
∂X 6 + λ6 ξ 2 ∂6W

∂Y 6 + 3λ2 ξ 2 ∂6W
∂X 4 ∂Y 2 +

3λ4 ξ 2 ∂6W
∂X 4 ∂Y 2 -[ 1 + τ 2 ( K 1 - γ2 ) ] ∂4W

∂X 4 +

λ2 [-2 - τ 2 ( K 1 +K 2 - γ2 ) ] ∂4W
∂X 2 ∂Y 2 -

λ4 ( τ 2K 2 + 1 ) ∂4W
∂Y 4 + 2γτ 2 ∂4W

∂X 3 ∂T
+ τ 2 ∂4W

∂X 2 ∂T 2 +

2γτ 2 λ2 ∂4W
∂X∂Y 2 ∂T

+ λ2τ 2 ∂4W
∂Y 2 ∂T 2 -( γ2 -K 1 ) ∂2W

∂X 2 +

λ2K 2
∂2W
∂Y 2 - 2γ ∂2W

∂X ∂T - ∂2W
∂T 2 = 0 （13）

2　模型分析与讨论

2. 1　系统的固有频率

考虑四端简支的情况，根据 Navier法，取满足四

端简支边界条件的试算函数：

W̄ ( X，Y )= ∑
m= 1

∞

∑
n= 1

∞

Amn ψmn =

  ∑
m= 1

∞

∑
n= 1

∞

Amn sin (mπX ) sin ( nπY ) ；

  m，n= 1，2，3，⋯ （14）
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当m和 n均取 2 的时候，相应的无量纲化挠度函

数可记为：

W̄ ( X，Y )= A 11ψ 11 + A 21ψ 21 + A 12ψ 12 + A 22ψ 22

   （15）
设式（13）解的形式为：

W ( X，Y，T )= W̄ ( X，Y ) eiωmnT （16）
式中 ，ωmn 为纳米板的固有频率 ，将式（16）代入

式（13），可以得到：

ξ 2 ∂6W̄
∂X 6 + λ6 ξ 2 ∂6W̄

∂Y 6 + 3λ2 ξ 2 ∂6W̄
∂X 4 ∂Y 2 +

3λ4 ξ 2 ∂6W̄
∂X 2 ∂Y 4 -[ 1 - τ 2 ( K 1 - γ2 ) ] ∂4W̄

∂X 4 +

λ2 [ 2 - τ 2 ( K 1 + K 2 - γ2 ) ] ∂4W̄
∂X 2 ∂Y 2 -

λ4 ( τ 2K 2 + 1 ) ∂4W̄
∂Y 4 + 2γτ 2ωmn i

∂3W̄
∂X 3 +

ω 2
mn τ 2 ∂2W̄

∂X 2 + 2γτ 2 λ2ωmn i
∂3W̄

∂X∂Y 2 +

ω 2
mn λ2τ 2 ∂2W̄

∂Y 2 -( γ2 - K 1 ) ∂2W̄
∂X 2 -

λ2K 2
∂2W̄
∂Y 2 - 2γωmn i

∂ --W
∂X + ω 2

mn
--
W= 0 （17）

由伽辽金原理可得：

∫
0

1∫
0

1ì
í
î
ξ 2 ∂6W̄

∂X 6 + λ6 ξ 2 ∂6W̄
∂Y 6 + 3λ2 ξ 2 ∂6W̄

∂X 4 ∂Y 2 +

3λ4 ξ 2 ∂6W̄
∂X 2 ∂Y 4 -[ 1 + τ 2 ( K 1 - γ2 ) ] ∂4W̄

∂X 4 +

λ2 [ 2 - τ 2 ( K 1 + K 2 - γ2 ) ] ∂4W̄
∂X 2 ∂Y 2 - λ4 ( τ 2K 2 -

1 ) ∂4W̄
∂Y 4 + 2γτ 2ωmn i

∂3W̄
∂X 3 + ω 2

mn τ 2 ∂2W̄
∂X 2 +

2γτ 2 λ2ωmn i
∂3W̄

∂X∂Y 2 + ω 2
mn λ2τ 2 ∂2W̄

∂Y 2 -

( γ2 - K 1 ) ∂2W̄
∂X 2 - λ2K 2

∂2W̄
∂Y 2

ü
ý
þ

-2γωmn i
∂W̄
∂X + ω 2

mnW̄ ψ̄mndXdY= 0 （18）

将式（15）代入式（18），整理后可以得到：

(-ω2M+ iωG+ K ) Ā= 0 （19）
式中，M为质量矩阵；G为阻尼矩阵；K为刚度矩阵，
-
A=[ A 11，A 12，A 21，A 22 ]T 分别为式（15）中的方程系

数。根据式（19）有非零解的充分必要条件，可得系

统固有频率的特征方程：

|-ω2M+ iωG+ K |= 0 （20）
根据式（20），首先确定截断精度。目前尺度参

数的物理意义尚不明确，因此本文对这几个关键物

理量的取值参考了已有文献［18⁃29］，表 1 给出了不

同模型尺度参数的取值范围。

根据表 1，文中参数取 τ=0.015，ξ=0.1，K1=
K2=100，λ=1。图 2 展示了前 4 阶固有频率受截断

阶数的影响，其中紫色方块代表 4 阶截断结果，黄色

圆形代表 8 阶截断结果，蓝色十字代表 16 阶截断结

果。可以看出 8 阶截断与 16 阶截断结果趋势较为一

致，当考察低阶频率时，4 阶截断也能够在频率分析

中取得合理的精度。因此本文将以 4 阶截断为基

础，分析不同参数对系统动态力学行为的影响。

为了确认模型和方法的可靠性，可以借助退化

比较的手段，将当前结果与已有数据进行验证比对。

首先当 τ=0，ξ=0，系统被简化为宏观尺度下的运动

板模型，文献［30］与本文结果的对比如图 3（a）所

示，其中圆形是通过本文模型得到的频率，实线是已

表 1 不同模型尺度参数的取值范围

Tab. 1 Range of size parameters of different models

梁

板

e0

0~4[18]

0~0.386[19]

0.82[20]

0.546~1.043[21]

0.54~0.722[22]

0.6/0.23[23]

e0a

0.8[24]

0~0.2[25]

1.7~2[26]

0.22~0.67[27]

0.87/1.41[28]

0.18[29]

图 2 伽辽金截断阶数对前四阶固有频率的影响

Fig. 2 The effect of Galerkin truncation order on the first 
four order natural frequencies
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有文献中的数据［30］。进一步，假设 c=0，系统为微

观尺度下的静态纳米板，图 3（b）给出了本文和已有

文献的数据对比，其中实线是本文得出的数据，圆点

为已有文献的数据［31］。通过退化比较的结果可以看

出，本文获得的模型与已有文献数据结果较为一致，

表明模型准确性良好。

为了对比不同理论下对尺度效应的敏感程

度，图 4 展示了经典弹性理论（CET），经典非局部理

论（NET）、应变梯度理论（SGT）及非局部应变梯度

理论（NSGT）下，前 2 阶固有频率随轴向速度的变

化情况。首先，经典弹性理论主要适用于宏观尺度

下的系统，其局限性在于无法准确预测纳米尺度下

系统的振动特性，虽然应变梯度理论和经典非局部

理论都考虑了尺度参数对固有频率的影响，但由于

其建模方式的不同导致了相反的结果。应变梯度

理论预测的结果在系统等效刚度方面高于经典弹

性理论，而传统非局部理论的结果则低于经典弹性

理论，表明了等效刚度减小。当采用非局部应变梯

度理论时，数值计算的结果介于两者之间，这表明

该理论同时考虑了刚度“软化”和“硬化”效应。此

外，在不同理论框架下，高阶固有频率对尺度参数

的敏感性更高，进一步验证了尺度效应的存在。综

上所述，不同理论模型对纳米板振动特性的描述存

在差异，而非局部应变梯度理论相较其他理论是一

个更为全面的模型，其中融合了对等效刚度增强和

减弱的影响。

为了进一步验证上述结论，引入了一个新的关

系式：

ξ= Zτ （21）
Z作为一个引入的比例因子，其功能在于衡量

非局部参数与材料长度尺度参数的相对大小，进而

深入探讨这两种尺度参数对系统固有频率的实际影

响，定量评估这两个参数在小尺度结构振动分析中

的重要性。

图 5 和 6 给出了不同比例因子下，两个尺度参数

对纳米板前两阶固有频率的影响。当比例因子

Z=1 时，系统的固有频率数值保持不变，与宏观情

况下的结果相一致，未受到尺度效应的影响。当非

局部参数和材料长度尺度参数的相互影响导致刚度

的软化和硬化趋势互相平衡时，系统的固有频率就

不会随尺度参数的变化而发生明显的变化，这种抵

消效应导致在特定条件下，尺度效应不会显著影响

系统的动态特性，为 PEDDIESON 等［32］基于 Eringen
非局部理论的研究中未观察到尺度依赖现象提供了

合理的解释。当比例因子 Z<1 时，表明非局部参数

大于材料长度尺度参数，系统等效刚度的降低将导

图 4 基于不同理论模型下的前两阶固有频率

Fig. 4 The first two natural frequencies based on different 
theoretical models

图 3 退化结果与已有结果的对比

Fig. 3 Comparison between degradation results and existing 
results
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致固有频率的降低，在该条件下，非局部参数相较于

材料长度尺度参数对系统的振动特性具有更显著的

影响，系统以“软化”效应为主。相反地，当 Z>1 时，

此时材料长度尺度参数占优，系统“硬化”效果较为

显著，固有频率升高。比较非局部参数和材料长度

尺度参数的大小，可以确定在小尺度结构中起主导

作用的参数：即非局部参数大于材料长度尺度参数，

非局部效应对固有频率产生显著影响，反之则材料

长度尺度参数占优。随着振动模态阶数的升高，系

统的物理行为和响应特性更易受到尺度效应的

影响。

图 6（c）和（d）以雷达图的形式更加直观地描述

出不同比例因子对系统的影响。当比例因子 Z>1
时，可以观察到橘色线所围成的区域最大，这表明非

局部参数发挥主导作用，导致系统刚度的软化，固有

频率降低。当比例因子 Z=1 时，可以看到紫色线所

围成的区域不随参数变化而变化，这表示固有频率

保持恒定，此时尺度效应消失，不再对系统产生影

响。当比例因子 Z<1 时，绿色线所围成的区域最

小，这说明此时材料长度尺度参数起主导作用，导致

系统等效刚度增加，固有频率增大。

图 5 不同比例因子下非局部参数对固有频率的影响

Fig. 5 Effect of nonlocal parameters on natural frequency 
under different scaling factors

图 6 不同比例因子下材料长度尺度参数对固有频率的影响

Fig. 6 Effect of material characteristic length parameters on natural frequency under different scaling factors  
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2. 2　系统的模态函数

首先确定临界速度，若式（13）有平衡解，则位移

不依赖于时间并满足边界条件，即

ξ 2 ∂6W
∂X 6 + λ6 ξ 2 ∂6W

∂Y 6 + 3λ2 ξ 2 ∂6W
∂X 4 ∂Y 2 +

3λ4 ξ 2 ∂6W
∂X 2 ∂Y 4 -[ 1 + τ 2 ( K 1 - γ2 ) ] ∂4W

∂X 4 +

λ2 [ 2 - τ 2 ( K 1 + K 2 - γ2 ) ] ∂4W
∂X 2 ∂Y 2 -

λ4 ( τ 2K 2 + 1 ) ∂4W
∂Y 4 -

( γ2 - K 1 ) ∂2W
∂X 2 - λ2K 2

∂2W
∂Y 2 = 0 （22）

采用分离变量的方法可以确定系统的临界速

度，表 2 给出了前 8 阶临界速度的值，其中参数取

τ=0.15，ξ=0.1，K1=K2=100，λ=1。

进一步分别取无量纲速度为 c=3，c=10。图 7
和 8 分别给出了亚临界速度和超临界速度情况下线

性派生系统的前 4 阶模态。可以观察到，尽管线性

派生系统的纳米板的边界条件对称，但平动速度的

存在破坏了模态函数实部与虚部关于板中点的对称

性或反对称性。在处于低速阶段即亚临界速度范围

内时，前 4 阶模态函数呈现出周期性，展现相对规律

的特征，类似静止板的模态图形趋势，模态函数的实

部具有明显的弯曲样式，位移模式稍显复杂。而在

超临界速度下，系统的复模态振型呈现周期性，位移

规律更加复杂，实部和虚部之间的差异更加明显。

通过改变非局部参数与材料长度尺度参数的数

值比例关系，对比分析亚临界速度与超临界速度条

件下，纳米板前 4 阶模态函数的实部与虚部的特性。

如图 9 和 10 所示，可以看出，在亚临界速度条件下，

模态函数的形状基本保持不变，尺度参数对模态的

影响相对较小。随着模态阶数的提高，尺度参数对

模态函数影响的显著性逐步增加。对于模态函数的

实部，尺度参数引起的幅值变化较为有限，对虚部而

言，幅值的变化则较为显著，两者变化趋势在整体上

保持一致。

如图 11 和 12 所示，在超临界速度下，尺度参数

不仅对实部和虚部函数的幅值有着较大的影响，还

会显著改变其整体走势。随着临界速度的提升，模

图 8 超临界速度下，前 4 阶模态函数的实部和虚部

Fig. 8 Real and imaginary parts of the first four-order modal 
functions at supercritical speed

图 9 亚临界速度下尺度参数对前 4 阶模态函数实部的影响

Fig. 9 Effect of size parameters on the real part of the first 
four-order modal function at subcritical speed

表 2 系统的前 8阶临界速度

Tab. 2 The first 8 order critical speeds of the system

阶数

1
2
3
4

临界速度

8.735
9.983

11.647
13.976

阶数

5
6
7
8

临界速度

17.469
23.293
34.939
69.879

图 7 亚临界速度下，前 4 阶模态函数的实部和虚部

Fig. 7 Real and imaginary parts of the first four-order modal 
functions at subcritical speed
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态函数的驻点数量发生改变，导致在超临界速度下，

尺度效应对模态振型的影响更为突出。

3　结  论

本文通过非局部应变梯度理论建立了具有轴向

速度的纳米薄板运动模型，结合基尔霍夫板理论和

哈密顿原理进行横向振动控制方程的推导，对四端

简支情况进行了模态分析研究，具体结论如下：

（1）尺度参数会影响系统的等效刚度导致固有

频率发生改变。非局部参数使得系统等效刚度减

小，产生软化的效果，固有频率随之减小。材料长度

尺度参数导致相反的效果，即等效刚度增加，产生硬

化的效果，固有频率增加。系统的高阶频率对尺度

参数的敏感依赖性更加明显。值得注意的是，当非

局部参数与材料长度尺度参数相等时，系统反映出

的刚度软化和硬化效果会相互抵消，这与宏观尺度

下的结果保持一致。

（2）由于轴向运动速度的存在，模态函数的实部

和虚部没有统一的对称性，既不关于板的中点对称

也不存在反对称。当系统处于低速状态，即亚临界

速度范围内，前 4 阶模态振型具有良好的周期性和

规则性。随着速度增大系统进入超临界状态后，系

统虽具有周期性，但位移的规律复杂性增加，实部和

虚部差异明显。

（3）在亚临界范围内，尺度效应随着阶数的升高

变得更加敏感，但总体走势较为一致。而在超临界

范围内，尺度效应会同时影响幅值、驻点和整体趋势

的走向，说明尺度效应在超临界范围内更加敏感。
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附录 A 

应变能：

δU=∫A∫
h
2
- h

2
( σxx δεxx + σxy δεxy + σyy δεyy ) dzdA=

∫A∫
h
2
- h

2
( σxx

∂εxx
∂wxx

δ
∂2w
∂x2 + σxy

∂εxy
∂wxy

δ
∂2w
∂x∂y + σyy

∂εyy
∂wyy

δ
∂2w
∂y 2 ) dzdA=

∫A∫
h
2
- h

2
[ ∂2

∂x2 (-zσxx )+ ∂2

∂x∂y (-2zσxy )+ ∂2

∂y 2 (-zσyy ) ] δwdzdA=

-∫A

∂2Mxx

∂x2 + 2 ∂2Mxy

∂x∂y + ∂2Myy

∂y 2 δwdA （A1）

动能：

δK=∫A
ρh ( ∂w

∂t + c
∂w
∂x ) δ ( ∂w

∂t + c
∂w
∂x ) dA=

∫A
ρh ( ∂w

∂t + c
∂w
∂x ) ( ∂

∂t + c
∂

∂x ) δwdA=

∫A
ρh ( ∂2w

∂t 2 + 2c ∂2w
∂x∂t + c2 ∂2w

∂x2 ) δwdA （A2）

其中：

δ
∂w
∂t = ∂

∂t δw，    δc ∂w
∂x = c

∂
∂x δw

外力功：

δW=∫A
fx ( ∂w

∂x
∂δw
∂x )+ fy ( ∂w

∂y
∂δw
∂y )+ fxy δ ( ∂w

∂x
∂w
∂y ) dA=∫A

( fx
∂2w
∂x2 + fy

∂2w
∂y 2 + fxy

∂2w
∂x∂y ) δwdA

（A3）
将式（A1）~（A3）代入变分方程（5），可得：

∫
0

t ∫A
ρh ( ∂2w

∂t 2 + 2c ∂2w
∂x∂t + c2 ∂2w

∂x2 )-( ∂2Mxx

∂x2 + 2 ∂2Mxy

∂x∂y + ∂2Myy

∂y 2 )+( fx
∂2w
∂x2 + fy

∂2w
∂y 2 + fxy

∂2w
∂x∂y ) δwdAdt= 0

（A4）
整理后可得式（9）。
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